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Aufgabe 20

a) Behauptung: Ly e {wew|w € {0,1}"} fur ein festes n € N ist eine reguldre Sprache.

Beweis: Man betrachte DFAs M;, die genau 1 Wort aus L; erkennen. Z.B. n = 2: M, akzeptiert
{0000}, My {0101}, M3 {10c10}, My {11cll}. Zu einem gegebenen n € N gibt es also genau
2™ solcher M;’s, also endlich viele. L; ist dann die endliche Vereinigung regulérer Mengen und
damit ebenfalls regulér.

b) Behauptung: Lo ! {wew|w € {0,1}*} ist nicht regulér.

Beweis: Angenommen, Ly sei reguldr. Dann gibt es nach dem Pumping-Lemma eine Konstante
n € N und fiir das Wort {0"c0"} € Ly gibt es eine Zerlegung 0"c0" = zyz mit 0 < |y| < n und
xy'z € Ly fiir alle ¢ > 0. Drei mogliche Félle kénnen eintreten:

1. y enthilt ein ¢, dann enthilt zy?z € Ly 2¢ #

2. y enthalt kein ¢, z enthélt ein ¢. Dann befinden sich durch Pumpen links vom ¢ mehr
Nullen als rechts = Wort nicht in Ly #

3. Analog zu 2: y enthélt kein ¢, x enthélt ein ¢. Durch Pumpen befinden sich rechts vom

¢ mehr Nullen als links = Wort nicht in Ly #

Damit ist Lo keine regulére Sprache.
c) Behauptung: L et {w € {0}*| |w| # 2™ ¥V n € N} ist keine regulére Sprache.

Beweis: Angenommen, Ls sei regulir. Dann ist auch das Komplement Lz = {w € {0}*] |w| =
2" ¥ n € N} eine reguldre Sprache. Sei n die Konstante des Pumping-Lemmas und 2™ > n.
Dann besitzt w = 02" eine Zerlegung w = ryz mit 0 < |y| < n und xy?z € Ls, d.h. |zy?2| ist
die Zerlegung.

Es gilt: 2™ < 2™ +1 < |zgz| < 2™ +n < 2™ 4 2™ = 2™ . 2 = 2™l = |zy?z| ist keine
Zweier-Potenz £

d) Behauptung: Ly, e {wwf|w € {0,1}*} ist keine regulire Sprache.

Beweis: Uber Abschlueigenschaften. Angenommen, L, ist reguldr. Dann ist auch L =
LyNn{07150™|r, s,n > 0} = {0"1*0"|n,r > 0} regulir. Man betrachte einen Homomorphismus
hy mit hy(a) = 0, hy(b) = 0,hy(1) = 1. Dannist L] = hy (L)) N{a"1°6"|r,s,n > 0} = {a"1%"b"}
ebenfalls reguldr. Man betrachte einen weiteren Homomorphismus hy mit he(a) = a, he(1) =
g,ha(b) = b. Dann ist ho(L)) = {a"b"|n > 0} ebenfalls regular #

Aufgabe 21

Behauptung: L et {0°17]4,7 > 1 A ggT(i,5) = 1} ist nicht regulir.
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Beweis: Angenommen, L sei reguldr. Dann gibt es nach dem Pumping-Lemma ein n € N, so
daB fiir w € L mit |w| > n gilt: w = 2y2,0 < |y| < n,zy’z € L ¥ i > 0. Sei w = 0"1" mit n’
ist die kleinste Primzahl grofier als n. Dann ist ggT(n,n') =1 = w € L. Es ist |w| > n, also
gibt es die Zerlegung w = xyz.

Angenommen, y enthalte Nullen und Einsen. Dies wiirde einen Widerspruch beim Pumpen
ergeben, da das resultierende Wort nicht mehr in L wére. y enthélt also entweder nur Nullen
oder nur Einsen.

0.B.d.A. enthalte y nur Nullen. Dann ist w = zyz12o mit z; € {0}*, 20 € {1}*. |zyz1| = n und
z=n'"=n=|y|+ |rzn|=s+rmit 0 <s <n,r>0.n ist eine Primzahl = ggT(s,n') = 1.
Nach Folgerung aus dem gegebenen Satz gibt es u,v € Z mit n < 0,7 > 0 und us + vn’ = 1.

u<0=u=—n|.

us +rn’ =1 urs +ovrn’ =r

=
& —Injrs+ovrn’ =7
=

rin|s +r = vrn’
mit 7, |n|,s,v > 0.

Nach dem Pumping-Lemma gilt zy""lz € L, d.h. ggT(|zy"™ 2|, |z1|) = 1. Aber: |zy"vlz| =
ly|r|u|+|zz1| = sr|u|+r und ggT(|zy™ ™21, |22]) = ggT(sr|u|+r,n') = ggT(vrn/,n') =n' > 1 £

Aufgabe 22

a) G = (V,%, P,S) mit V= {S}, ¥ = {op, (,),, +},
P={S—op,S—5+55—5-55— (9}

b) Behauptung: L(G) = L.

Beweis: Sei w € ¥*. Zu zeigen: S = w < w ist ein korrekt geformter arithmetischer Aus-
druck (x)

Beweis durch Induktion nach |w|:

Verankerung: |w| = 1. ,=“ S = w mit |w| = 1 = w = op = w ist ein korrekt geformter
Ausdruck. v

<=1 w = op ist der einzige korrekt geformte Ausdruck mit der Lange 1. v
lw| =n+ 1: (x) gilt fiir [w'| <n.

L= S = w,|w| > 1= w# op, also gibt es 3 Fille:

1. S—>S—|—S$w1+w2:wmitS$w1,5$w2

2.855- 83w -w =w
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3. S — (9) = (w1) = w

In jedem Fall ist |w;| < n,|ws| < n, damit sind w; und we nach Induktionsvorraussetzung
korrekt geformt und damit auch wy + wa, wy - we, (wy) v

,<=“ w ist ein korrekt geformter Ausdruck der Lange n + 1. Damit enthélt w nicht nur op,
sondern mindestens ein +, - oder Klammern.

= Wy + Wa

= Wy - Wy wy und wy sind korrekt geformte Ausdriicke < n

1.
2.
3. w=(w)

g & &g
|

Nach Induktionsvorraussetzung gilt: S = wy, S = w,. Damit gilt

1.S—=S+8=w+S=w+wy=w
2.8 5552w -5 w -w=w

3. = (8) = (wy) =w

Es gilt also immer: S = w mit |w| =n+1 O

Aufgabe 23

Die Grammatik G = ({S, A, B,C, D, E},{a,b}, P, S) mit

S — AE|BE|C A — aAa|B
P B—bBlbb C — aCaalD
D — baDl|abDlaa E — EE|e

ist in eine reduzierte kontextfreie Grammatik zu iiberfiihren.

Nach Satz S. 53 im Skript ist eine kontextfreie Grammatik reduziert, wenn

I.LVAe{V-X}:(A—e)¢P
2. S—eseel

3. S erscheint auf keiner rechten Seite.

1. Schritt: Anwendung Algorithmus S. 53

Vi={E}  Va={E}U{E}=V,={E}
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P=PU{S—AS—BE—E
szpl\{E—)E}
P =RU{S — S}

Man erhilt G' = ({S,5", A, B,C, D, E},{a,b}, P, 5)

S — AE|BE|C|A|B A — aAalB

P B — bB|bb C — aaCaa|D
) D — baDl|abDlaa FE — FE|E
S'— S

G’ erfiillt die gewiinschten Eigenschaften.
2. Schritt: Anwendung Algorithmus S. 59; Beseitigung zyklischer Produktionen

v = {8}

VY ={S}U{A,B,C} = {5 A, B,C}

V¥ ={S5,A,B,C} U{A,B,C,D} = {S,A,B,C,D}

Vi) ={S,A,B,C,D}U{A,B,C,D} = {S,A,B,C,D} = V{)

Vi) = {4, B,C}
V¥ = {A,B,C, D}
V¥ ={4,B,c,D} =V

=
VA = {B} = VA
Vi) =g =v
V) = (D}

Ve =D} = VY

Vi) =0 = Vp(N)

S

VE = {E} - VE

G" = ({8, S, A B,C,D,E},{a,b}, P, S

P"=(P'\{S — A|B|C,A — B,C — D,E — E,S' — S})
U{S" — AE|BE|aAa|bB|bblaCaalbaD|abD|aa,

S — aAa|bB|bblaCaalbaD|abD|aa,

A — bB,C — baDl|abDlaa, E — EE}
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Nach Skript S. 56 erhalten wir:

(S — AE|BE|aAa|bB|bblaCaalbaD]abD|aa )
S — AE|BFE|aAalbB|bblaCaalbaD|abD|aa
A — aAa|bB|bb

P"=< B — bB|bb

C — baD|abD|aCaalaa

D — baD|abDlaa

E— EE

Schritt 3: Skript S. 55; Beseitigen iiberfliissiger Symbole

=)

Vi={5,S A B,C,D}
Vo={5,5 A B,C,D} =Vy
= (V,{a,b},P, 5"

V ={5,S,A,B,C,D}U/{a,b}
P=P'n(VxV)

Q)

« P =P"\{$ — AE|BE,S — AE|BE,E — EE}

Hy={5"}

Hy = {S'} U{A, B,C,D} = {S, A, B,C, D}
Hy={S' A, B,C,D} = Hy

G/// — (V///, {a/7 b}’ P///’ S/) mit

V" = {S', A, B,C, D} U{a, i/}, P" = P (V" x (V"))

S" — aAa|bB|bblaCaalbaD]abD|aa
A — aAalbB|bb
~ P" =< B — bBlbb
C' — aCaalbaD|abDlaa
D — baDlabD|aa

zu Aufgabe 21

In der Aufgabenstellung war folgender Satz gegeben:
Zu i,j € Z existieren u,v € Z mit wt +vj =1
Daraus l&8t sich folgende Folgerung ableiten:
Zui,j €N (i, > 1) mit ggT(i,5) =1 gibt es u,v € Z mit uv +vj =1 und u < 0,0 >0

Beweis: Nach dem Satz existieren u,v € Z mit wt +vj = 1. Da¢ > 0,57 > 0 ist v < 0 und
v >0 oder u > 0 und v < 0. Fiir den ersten Fall ist die Folgerung bereits bewiesen.
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Sei also v > v und r < 0, dann gilt
w+vj=1 & w—wj+uwj+vj=1
& i(u—wuj)+j(v+ui)=1mit (v —uj) =:u' <0und (v+ui) =:0v" >0
Alsoist i +vj =1 0O
Es soll gelten u < 0,v > 0 bzw. v/ < 0,v" > 0.
u=0=vj=1=7=1 ¢

v=0=ui=1=i=1 ¢
W=0=>n-nj=0=j =1 ¢

/ ' . . . o1 .
V=0=>v=-u=—-v4+vj=1=v(j-1)=1=j=-+1=i=0,dar <0 #
r



