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Aufgabe 16

Der Automat M sieht im Schaubild wie folgt aus:

Damit der Algorithmus aus Hopcroft /Ullman allerdings funktioniert, muf3 der Startzustand mit
dem Index 1 beginnen, da es wegen der Rekursionsbedingung sonst zu Fehlern kommen kann,
weil R?j den Zustandsiibergang unter Verwendung von keinen Zwischenzustdanden (auch nicht
Zustand 0) darstellt. Nach Hopcroft/Ullman lassen sich bestimmte Abschnitte des Automaten
durch den reguldren Ausdruck Rfj beschreiben. Dieser Ausdruck beschreibt die Worter, mit
denen man vom Zustand ¢ nach Zustand j gelangen kann, wobei aber keine Zustdnde als
Zwischenschritte benutzt werden diirfen, die einen héheren Index als £ haben. Der gesuchte
reguliire Ausdruck lautet demnach Rf,.

Dieser Ausdruck 1&8t sich rekursiv berechnen. Fiir RY; wird der Ausdruck wie folgt definiert:

RO — {ald(q;, a) = q;} falls 7 £ j
Y {al6(gi,a) = ¢;} U {e} fallsi=j

Wenn i = j besteht der regulire Ausdruck fiir diesen Zustand (der Ubergang vom Zustand in
sich selbst) also immer mindestens aus .

Rfj wird rekursiv wie folgt definiert:

k k— k—1\* pk— k—
Rij = Rik I(szk1> Rkj tu Rij !

Dies bedeutet: Rfj besteht aus einer Zeichenkette, die von Zustand ¢ in Zustand j fithrt, wobei
aber nur Zusténde kleiner als k als Zwischenstationen benutzt werden (= Rfj_l), oder aus einer
Zeichenkette, die unter Verwendung von Zwischenzusténden kleiner als k& zunéchst von ¢ nach
k lauft (= REY), dann beliebig lange (moglicherweise auch gar nicht) in diesem Zustand bleibt
(= (RF:H*), um dann von dort nach j weiter zu laufen (= R’,ij’l).

Die 16 Ausdriicke fiir R, lauten:

R?1:b+€ R(Q)]_:@ Rg]_:a/ Rg]_:a/
R)y=a Ry =a+e RY=0 Ry, =D
R(1)3:® R(2)3:b Rg3:€ Rg?’:@
R[1)4:® R(2)4:@ Rg4:b R24:5
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Da man nicht unbedingt noch 3 - 16 Ausdriicke berechnen mochte, kann man sich ja mal an-
schauen, was man nun eigentlich effektiv braucht. Gesucht ist der Ausdruck R{,.

Rilz; - R?4(Ri4)*Ri4 U Rzl))4
Ri = ng(R§3)*R§4 U R?4
Ril = Ris(Rgzs)*R%zx U R4214
R%s = R%Q(R%Q)*Ré?) U R%:&
Rﬂ = Rb(Réz)*Rézx U Rh
R§3 = Rzlaz(R%Q)*R%?) U Réz&
R§4 = R§2(Ré2)*R%4 U R§4
st = RiQ(R§2)*R§3 U Rz113
Riz; - R}Q(Réz)*Rh U Rzlm
R%z = R(l]l(R(l)l)*R(l)z U R(1)2
Ris = R(IJI(R?I)*R(I)?) U R(1)3
Rh = R(l)l(R(l)l)*R(l)4 U R(1)4
R%z = Rgl(R(l)l)*R(l)Z U R(2)2
R%s = Rgl(R(l)l)*R(l):a U Rg:a
R%4 = Rgl(R(l)l)*R(1)4 U R84
Rz%a = Rgl(R(1)1)*R(1)2 U Rg2
R%,s = Rgl(R(l)l)*R??) U Rss
R§4 = Rg1(R(1)1)*R(1)4 U Rs,
R};z = Rgl(R(l)l)*R(l)Z U Ry
R43 = Rgl(R(l)l)*R(l)?) U R43
Ry = Rgl(R%)*R(ﬂ U Ry

Die Ergebnisse lauten damit:

Rl,=(b+e)b'a+a="ba+a=b'
R, =b0+0=0

Ry =00+0=0
Ry =0ba+ (a+e)=a+e

R, = 060+ b =b
Ri, = (ab*a) + 0 = ab*a
Ry =ab'0+b=0
Riz=ab'0+0=10

R, =000+0=0
Ri;=ab'0+ec=¢
R}, = (ab*a) +b

Riy=ab'0+ec=¢

Riy = (b"a + a)a’b + 0 = b*a*b Ry =0baaf+0=10

R%, = ab*aa*b+¢e = ab*atb+¢ R, = ab*aa* ) +b =10

Ris = ((ab"a) + b)ab + 0 = (ab"a + b)a”b Ri, = ((ab*a) +b)a*D+e =
R}, = b*a™b(ab*a™b)*b R3, = (ab*a + b)a*b(ab*a™b)*b + €
Riy = b*a™b(ab*a*b)"b((ab*a + b)a*b(ab*a™)*b)* + b*a*b(ab*a™b)*b

R%, = b*a*b(ab*a*b)*b((ab*a + b)a*b(ab*a*b)*b)*

Anmerkung: (a+¢)* 148t sich auskiirzen zu a*. Eine Konkatenation mit der leeren Menge fiihrt
dazu, dafl der gesamte Teilausdruck leer ist.
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Aufgabe 17

R C 3* ist eine reguldre Sprache. Es ist zu zeigen: MT(R) = {y|3x,z € ¥* : |z| = |y| =
|z| A xyz € R} ist regulér, wobei MT fir Mittelteil steht.

Beweis: R ist regulér, d.h. es gibt einen DFA M = (Q, 3,0, qo, F') mit T(M) = R. Definiert
wird ein MNFA M’ = (@', 3,9, Qo, F’) mit folgenden Eigenschaften:
Q = Q@xQxQxQxQ
Qo = {la,p.p,q.dllp.q € Q}
F' = {lp.p.a.qa.fllpa€ Q. f € F}
0'(lq1, G2, 43, @1, a5}, 0) = {[0(q1,0),42,0(q3,0),q4,0(qs,7)], 0,7, € £}

¢ wird wie iiblich auf Worter aus X* erweitert.

Behauptung:
[p1, 2, 3, Pas 5] € 0'([q1, 42, G3, Qs 5], w) & T € X7 1 |z] = |w)

AN o(q,z) =p1

N G2 = D2

A 6(gs,w) = p3

N @4 = D4
ANTzeX:|z] = |w
N 0(gs,2) = ps

Beweis durch Induktion nach |w|:
yeT(M') < §(Qoy)NF' #0

& 3dpq.r.¢ €Q.f € Fmitpp.qqfl€5(qwr v, ddly)

&S dredX (x| =]y
A d(go, ) = p
A (P =p)
N6, y) =q
A (g =q)
ANFzeX |z =y
Ao(d,z) = f)

& dr,ze€¥ 1pqgeQ,fe€F:(6(q,xyz)
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Induktionsverankerung: |w| =0=w=¢ Vv lwl=1=w=aeX v
Induktionsannahme: Behauptung gilt fiir |w| = n.

Induktionsschlufs: |w| =n+ 1= w = wijwy ... w,w,1, das heifit

[p17p27p37p47p5] € 5,([Q1,QQ7Q37947615:]7101 .. wn) & dao € X |.T| =n

Ad(qr,x) = p

A (g2 = p2)

A 0(gz,wy ... wy,) = p3
N qn = Pn
ANTzeX |z|=n
A 6(gs,2) = ps

5,([(]17 42,43, 44, C]5]> wy ... wnwn+1)

— U 6/([81,82,83784735],11}”4_1) € 5/([(]17927%;947(]5];1()1-~wn)

[51,52,53,54,55]

= U {[6(s1, ), 52, 5(3, Wns1), 54, 0(s5, 7)o, T € B}

[51,52,53,54,55] mit (x)

(%) JxeX: 6(q1,x) = s1
A S9 = S9

A 0(gs,wy ... wy,) = S3

N qs = 84
AT zeX:6(gs,z2) = s
Azl =zl =n

Einsetzen:

= {[0(d(a1, 2),0), 2,
3(0(gs, wy ... wy), Wnt1), Qa,
3(0(gs,2),7)]lo,T € X und F &,z € ¥: |z = |z| =n}
= {[0(q1,2"),q2,0(q3,w), qu,0(qs, 2)]|F 2/, 2" € &* : |2!| = || =n+ 1}

= [p1,02, 03,04, 05] € 0'([a1, G2, 43, @, @5], w1 - - - Wny1)
& JreX:zl=n+1

A o(q1,x) = pi

N q2 = p2

A 0(g3,wy ... Wye1) = P3

A (g1 = pa)

ANTzeX|z|l=n+1A0d(gs52) = ps)

Der Induktionsschritt war richtig, die Behauptung ist also wahr.
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Aufgabe 18

Es 148t sich intuitiv feststellen, dafl die Aussagen b) und c) falsch sind, weil bei b) der Ausdruck
auf der linken Seite mit einem s beginnt und auf der rechten Seite mit einem r. Bei ¢) kann
man mit dem Ausdruck auf der linken Seite Zeichenketten rsrsrs... bilden, wahrend rechts
nur 7rrrr ... oder sssss... moglich sind.

Beweise durch Gegenbeispiele: Seien die reguléren Ausdriicke 7, s wie folgt belegt: r = a, s = b.
b) ba € s(rs+ s)r =ab € rr*s(rr*s)* £
c) abab € (r + s)* = aaaa € r* + s* £

Die Beweise fiir die wahren Aussagen kann ich leider nur auf Verstédndnisebene fiihren, aber
nicht formal, und da das dann sowieso nix wert ist, lasse ich es einfach. Wird schon nicht in
der Klausur kommen :-/

Aufgabe 19

a) Ly C ¥* ist reguldr und Ly C X* beliebig.
Behauptung: Ly/Ly = {x|3y € Ly : xy € Ly ist regulir.

Beweis: Da Ly regulédr ist, gibt es einen DFA M’ = (Q, X%, 6, qo, F) mit T(M) = L;. Man
definiere einen DFA M' = (Q, %, 4§, qo, F') mit F' :={q € Q|Fy € Ly : d(q,y) € F}. Es gilt:

xeT(M) §(qo,x) € F'

6(go,x) =qNqeF

(g0, ) =q N (Fy € La:d(q,y) € F)
dy e Ly:axy € Ly

x e Ll/LQ

S I A

Also ist T(M') = Ly/Ls und Ly /Ly somit regulér. O

b) Behauptung: Die reguldren Sprachen sind nicht nicht abgeschlossen unter abzidhlbar un-
endlicher Vereinigung.

Beweis [durch Gegenbeispiel]: Man definiere fiir jedes n € N die Sprache L, := {a™b"}. Jede
einzelne L, ist endlich und somit eine reguldare Sprache. Allerdings ist

L= J{a""} = {a""|n > 0},
n=0

was ja bekanntlich keine regulére Sprache ist. 4



