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Aufgabe 1

a)

Gegeben: algebraische Strukturen (M, o1), (M, 09). Homomorphismus h : My — M. (M,, 05)

assoziativ, h injektiv.

Zu zeigen: (M, o01) ist assoziativ, d.h. Ya, € M : a; o1 (az 01 a3) =

Seien aq, as,az € M;. Dann gilt:

h(ay o1 (ag o1 as))

Es gilt h(a; o1 (ag o1 az) = h((aj o1 az) o1 az). Da h injektiv ist, folgt:

b)

a1 91 (az 01 as) =

((ll o1 (IQ) 01 as O

(al 01 Clz) 01 a3.

Gegeben: algebraische Strukturen (M, o1), (Msy, 09), Homomorphismus A : My — My, (M, 01)

assoziativ, h surjektiv.

Zu zeigen: (My, 09) assoziativ, d.h. Vby o3 € My : by 09 (by 09 b3) =

Es gilt:

by oy (b2 02 53)

h(ar) oz (h(az) o2 h(as))
h(a1) o2 (h(az o1 a3))
h(ay o1 (ag o1 as))

h(( ap o1 az) ©1 CL3)

h(ay o1 az) o h(as)
(h(a1) o2 h(az)) o2 h(as)
(by 09 by) 09 b3 O

(bl O9 bg) O9 b3.

Seien by, by, b3 € M. Dann gibt es, da h surjektiv ist, a,as,a3 € My, so dal h(a;)
h(ag) = bg, h(ag) = b3.

- b17
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Aufgabe 2

a), b)

Gegeben: Abbildung h : ¥ — A*. Zu zeigen: Es gibt genau einen Homomorphismus h:YF — A
mit h(a) = h(a)Va € X. Gezeigt werden miissen Existenz und Eindeutigkeit.

Existenz: Man definiere h : ©* — A* durch ;L(’LU) = h(ay)-h(az)-...-h(a,) fir v =ajas...ay,,
a; € 2,1 <1 <n.

= ] ist eine Abbildung ¥* — A* v

= h ist ein Homomorphismus. Fiir alle u,v € ©* gilt h(uv) = h(u) - h(v),u = a
by...bm,a; € X1 <i <m,b; € 8,1 <i <m. h(uw) = (h(a1)...h(a,))(h(by) ... h(by)) =
h(u) - h(v) O

Eindeutigkeit: Seien h, h : ©* — A* Homomorphismen mit h(a) = h(a) = h(a)Va € 2. Sei
w = aias...a, € 2 beliebig.

h(w) = hlay)-...-hiay)
= h(ay) ... h(an)
= h(a1)-...-h(a,)
= hw)
= h=h 0O

Aufgabe 3

Gegeben: Menge A, Relation R C A x A, R transitiv. Beweise oder widerlege:

a)
def

Ry : (a,b) € Ry & (a,b) € RA (b,a) € R ist eine Aquivalenzrelation.
Diese Aussage ist falsch. Beweis durch Gegenbeispiel:

A= {1,2,3}
R = {(172)7 (27?’)’ (173)}

Ry =0 — nicht reflexiv!
b)

Ry : (a,b) € Ry e (((a,b) € RA(b,a) € R) V (a = b)) ist eine Aquivalenzrelation.
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Diese Aussage ist wahr. Zu zeigen: R, ist reflexiv, transitiv, symmetrisch.

o Reflexivitat: v

e Transitivitit: Seien (a,b) € Ry und (b, c) € Ry.
(a,b) € Ry < ((a,b) € RA(bya) € R)Va=10
(b,c) € Ry < ((b,c) e RA(c,b) e R)Vb=rc

Fallunterscheidung:
—a=>b
(b,c) € Ry = (a,c) € Ry vV
—b=c
(a,b) € Ry = (a,c) € Ry V
—a#bANb#0

(a,b) € Ry A (b,c) € Ry = (a,b) € RA(b,a) € RA(b,c) € RA(c,b) € R
= (a,c) € RA(c,a) € R
= (a,c) € Ry V

(a,b) € Ry < ((a,b) € RA(bja) e R)Va=10
< ((byja) e RA(a,b) e R)Vb=ua
= (b,a)ERQ v

e Symmetrie: v’

c)
def

Rs: (a,b) € R3 & (a,b) € RV (b,a) € R ist eine Aquivalenzrelation.
Diese Aussage ist falsch. Beweis durch Gegenbeispiel:

A={1,2}

E={(1,2)}
Rs ={(1,2),(2,1)} — nicht reflexiv!

d)
def

Ry:(a,b) € Ry S ((a,b) € RV (b,a) € R) V (a = b) ist eine Aquivalenzrelation.
Diese Aussage ist falsch. Beweis durch Gegenbeispiel:
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A= {1,2,3}
R = {(172)7(372)}
Ry =1{(1,2),(2,1),(2,3),(3,2),(1,1),(2,2),(3,3)}

(1,2) € Ry, (2,3) € Ry, aber (1,3) ¢ Ry — Ry nicht transitiv!

Aufgabe 4

Gegeben: Monoid (M, o), algebraische Struktur (Ms, 0y), Homomorphismus h : M; — Ms.

a)

Zu zeigen: (h(Mj), 09) ist ein Monoid — algebraische Struktur, assoziativ, neutrales Element.

e algebraische Struktur

Sei by, by € (M) = es gibt ay,ay € My mit h(ay) = by, h(ay) = be. Ferner gilt by oy by =
h(ay) og h(as) = h(ay o1 as). Wegen ay o1 as € M ist h(ay o1 as) € h(M;y) v

e Assoziativitat v

o Existenz des neutralen Elementes

(M, 01) ist ein Monoid = es gibt ein neutrales Element &1 € M, so dal a; oy &1 =
€101 a1 = a; fur alle a; € M;.

h(ey) ist neutrales Element in (h(M;),09). Sei b € h(M;). Dann gibt es ein a € M; mit
h(a) =b. a0y ey =¢e101a=a,h(a)os h(e1) = h(e1) og h(a) = h(a) v

b)

Zu zeigen: R C My x M, : (a,b) € R « h(a) = h(b) ist eine Kongruenzrelation — reflexiv,
symmetrisch, transitiv, Kongruenzrelation.

o Reflexivitat v

e Symmetrie
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e Transitivitit
(a,b) € R, (b,c) € R = h(a) b) A h(b) = h(c)

= h(a) c)
= (a,c) e R V

= I
= I

e Kongruenzrelation

Zu zeigen: Bei x ~ y gilt fiir beliebige 2,2’ € My : zoyx 01 2/ ~ z 01y oy 2.

h(zoyxoy2) = h(z)ogh(x)oyh(z)
= h(z) 02 h(y) o2 h(%')
= h(zoyyo;2)

/ /
= ZO] X012 ~ZO1YoO1Z% v

c)

[alr & {be M|(a~b) e R}; My = {[a]rla € M;};05 : [a] 05 [1] & [a oy b].

Zu zeigen: og ist wohldefiniert, (M3, 03) ist isomorph zu (h(M;), o).

Seien al,ag,bl,bz € M; mit aq ~R CLQ,bl ~R bo.

[ai] o3 [b1] =



