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Aufgabe 1

a)

Gegeben: algebraische Strukturen 〈M1, ◦1〉, 〈M2, ◦2〉. Homomorphismus h : M1 →M2. 〈M2, ◦2〉
assoziativ, h injektiv.

Zu zeigen: 〈M1, ◦1〉 ist assoziativ, d.h. ∀an ∈M1 : a1 ◦1 (a2 ◦1 a3) = (a1 ◦1 a2) ◦1 a3.

Seien a1, a2, a3 ∈M1. Dann gilt:

h(a1 ◦1 (a2 ◦1 a3)) = h(a1) ◦2 h(a2 ◦1 a3)

= h(a1) ◦2 (h(a2) ◦2 h(a3))

= (h(a1) ◦2 h(a2)) ◦2 h(a3)

= h((a1 ◦1 a2) ◦1 a3)

= h((a1 ◦1 a2) ◦1 a3)

Es gilt h(a1 ◦1 (a2 ◦1 a3) = h((a1 ◦1 a2) ◦1 a3). Da h injektiv ist, folgt:

a1 ◦1 (a2 ◦1 a3) = (a1 ◦1 a2) ◦1 a3 �

b)

Gegeben: algebraische Strukturen 〈M1, ◦1〉, 〈M2, ◦2〉, Homomorphismus h : M1 →M2, 〈M1, ◦1〉
assoziativ, h surjektiv.

Zu zeigen: 〈M2, ◦2〉 assoziativ, d.h. ∀b1,2,3 ∈M2 : b1 ◦2 (b2 ◦2 b3) = (b1 ◦2 b2) ◦2 b3.

Seien b1, b2, b3 ∈ M2. Dann gibt es, da h surjektiv ist, a1, a2, a3 ∈ M1, so daß h(a1) = b1,
h(a2) = b2, h(a3) = b3.

Es gilt:

b1 ◦2 (b2 ◦2 b3) = h(a1) ◦2 (h(a2) ◦2 h(a3))

= h(a1) ◦2 (h(a2 ◦1 a3))

= h(a1 ◦1 (a2 ◦1 a3))

= h((a1 ◦1 a2) ◦1 a3)

= h(a1 ◦1 a2) ◦2 h(a3)

= (h(a1) ◦2 h(a2)) ◦2 h(a3)

= (b1 ◦2 b2) ◦2 b3 �
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Aufgabe 2

a), b)

Gegeben: Abbildung h : Σ→ ∆∗. Zu zeigen: Es gibt genau einen Homomorphismus h̃ : Σ∗ → ∆∗

mit h̃(a) = h(a)∀a ∈ Σ. Gezeigt werden müssen Existenz und Eindeutigkeit.

Existenz: Man definiere h̃ : Σ∗ → ∆∗ durch h̃(w) = h(a1) ·h(a2) · . . . ·h(an) für v = a1a2 . . . an,
ai ∈ Σ, 1 ≤ i ≤ n.

⇒ h̃ ist eine Abbildung Σ∗ → ∆∗ X

⇒ h̃ ist ein Homomorphismus. Für alle u, v ∈ Σ∗ gilt h(uv) = h(u) · h(v), u = a1 . . . am, v =
b1 . . . bm, ai ∈ Σ, 1 ≤ i ≤ m, bi ∈ Σ, 1 ≤ i ≤ m. h̃(uv) = (h(a1) . . . h(an))(h(b1) . . . h(bn)) =
h̃(u) · h̃(v) �

Eindeutigkeit: Seien h, h̃ : Σ∗ → ∆∗ Homomorphismen mit h(a) = h̃(a) = h(a)∀a ∈ Σ. Sei
w = a1a2 . . . an ∈ Σ beliebig.

h̃(w) = h̃(a1) · . . . · h̃(an)

= h(a1) · . . . · h(an)

= h(a1) · . . . · h(an)

= h(w)

⇒ h̃ = h �

Aufgabe 3

Gegeben: Menge A, Relation R ⊂ A× A, R transitiv. Beweise oder widerlege:

a)

R1 : (a, b) ∈ R1
def⇔ (a, b) ∈ R ∧ (b, a) ∈ R ist eine Äquivalenzrelation.

Diese Aussage ist falsch. Beweis durch Gegenbeispiel:

A = {1, 2, 3}
R = {(1, 2), (2, 3), (1, 3)}
R1 = ∅ → nicht reflexiv!

b)

R2 : (a, b) ∈ R2
def⇔ (((a, b) ∈ R ∧ (b, a) ∈ R) ∨ (a = b)) ist eine Äquivalenzrelation.
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Diese Aussage ist wahr. Zu zeigen: R2 ist reflexiv, transitiv, symmetrisch.

• Reflexivität: X

• Transitivität: Seien (a, b) ∈ R2 und (b, c) ∈ R2.
(a, b) ∈ R2 ⇔ ((a, b) ∈ R ∧ (b, a) ∈ R) ∨ a = b
(b, c) ∈ R2 ⇔ ((b, c) ∈ R ∧ (c, b) ∈ R) ∨ b = c

Fallunterscheidung:

– a = b

(b, c) ∈ R2 ⇒ (a, c) ∈ R2 X

– b = c

(a, b) ∈ R2 ⇒ (a, c) ∈ R2 X

– a 6= b ∧ b 6= 0

(a, b) ∈ R2 ∧ (b, c) ∈ R2 ⇒ (a, b) ∈ R ∧ (b, a) ∈ R ∧ (b, c) ∈ R ∧ (c, b) ∈ R
⇒ (a, c) ∈ R ∧ (c, a) ∈ R
⇒ (a, c) ∈ R2 X

(a, b) ∈ R2 ⇔ ((a, b) ∈ R ∧ (b, a) ∈ R) ∨ a = b

⇔ ((b, a) ∈ R ∧ (a, b) ∈ R) ∨ b = a

⇔ (b, a) ∈ R2 X

• Symmetrie: X

c)

R3 : (a, b) ∈ R3
def⇔ (a, b) ∈ R ∨ (b, a) ∈ R ist eine Äquivalenzrelation.

Diese Aussage ist falsch. Beweis durch Gegenbeispiel:

A = {1, 2}
R = {(1, 2)}
R3 = {(1, 2), (2, 1)} → nicht reflexiv!

d)

R4 : (a, b) ∈ R4
def⇔ ((a, b) ∈ R ∨ (b, a) ∈ R) ∨ (a = b) ist eine Äquivalenzrelation.

Diese Aussage ist falsch. Beweis durch Gegenbeispiel:
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A = {1, 2, 3}
R = {(1, 2), (3, 2)}
R4 = {(1, 2), (2, 1), (2, 3), (3, 2), (1, 1), (2, 2), (3, 3)}
(1, 2) ∈ R4, (2, 3) ∈ R4, aber (1, 3) /∈ R4 → R4 nicht transitiv!

Aufgabe 4

Gegeben: Monoid 〈M1, ◦1〉, algebraische Struktur 〈M2, ◦2〉, Homomorphismus h : M1 →M2.

a)

Zu zeigen: 〈h(M1), ◦2〉 ist ein Monoid → algebraische Struktur, assoziativ, neutrales Element.

• algebraische Struktur

Sei b1, b2 ∈ h(M1)⇒ es gibt a1, a2 ∈M1 mit h(a1) = b1, h(a2) = b2. Ferner gilt b1 ◦2 b2 =
h(a1) ◦2 h(a2) = h(a1 ◦1 a2). Wegen a1 ◦1 a2 ∈M1 ist h(a1 ◦1 a2) ∈ h(M1) X

• Assoziativität X

• Existenz des neutralen Elementes

〈M1, ◦1〉 ist ein Monoid ⇒ es gibt ein neutrales Element ε1 ∈ M1, so daß a1 ◦1 ε1 =
ε1 ◦1 a1 = a1 für alle a1 ∈M1.

h(ε1) ist neutrales Element in 〈h(M1), ◦2〉. Sei b ∈ h(M1). Dann gibt es ein a ∈ M1 mit
h(a) = b. a ◦1 ε1 = ε1 ◦1 a = a, h(a) ◦2 h(ε1) = h(ε1) ◦2 h(a) = h(a) X

b)

Zu zeigen: R ⊆ M1 ×M1 : (a, b) ∈ R
def⇔ h(a) = h(b) ist eine Kongruenzrelation → reflexiv,

symmetrisch, transitiv, Kongruenzrelation.

• Reflexivität X

• Symmetrie

(a, b) ∈ R ⇔ h(a) = h(b)

⇔ h(b) = h(a)

⇔ (b, a) ∈ R X
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• Transitivität

(a, b) ∈ R, (b, c) ∈ R ⇒ h(a) = h(b) ∧ h(b) = h(c)

⇒ h(a) = h(c)

⇒ (a, c) ∈ R X

• Kongruenzrelation

Zu zeigen: Bei x ∼ y gilt für beliebige z, z′ ∈M1 : z ◦1 x ◦1 z
′ ∼ z ◦1 y ◦1 z

′.

h(z ◦1 x ◦1 z
′) = h(z) ◦2 h(x) ◦2 h(z′)

= h(z) ◦2 h(y) ◦2 h(z′)

= h(z ◦1 y ◦1 z
′)

⇒ z ◦1 x ◦1 z
′ ∼ z ◦1 y ◦1 z

′ X

c)

[a]R
def⇔ {b ∈M1|(a ∼ b) ∈ R};M3 = {[a]R|a ∈M1}; ◦3 : [a] ◦3 [b]

def⇔ [a ◦1 b].

Zu zeigen: ◦3 ist wohldefiniert, 〈M3, ◦3〉 ist isomorph zu 〈h(M1), ◦2〉.

Seien a1, a2, b1, b2 ∈M1 mit a1 ∼R a2, b1 ∼R b2.

[a1] ◦3 [b1] = [a1 ◦1 b1]

= [a1 ◦1 b2]

= [a2 ◦1 b2]

= [a2] ◦3 [b2]


