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Aufgabe 1

a) Zu zeigen: Ly = {ww € {0,1}*} ist nicht reguldr mit Hilfe der Abschluleigenschaften fir
reguldre Sprachen.

Beweis: Ly, = L1 N{0"10°1|r,s > 0} = {0"10"1|n > 0} ist regulér.
Definiert werde ein Homomorphismus h(a) = 0, hy(b) = 0, k(1) = 1.
Dann ist h;'(Ly,) N {a"16°1|r,s > 0} = {a"1b"1|n > 0} = L, regulr.
Homomorphismus hs(a) = a, ha(b) = b, he(1) = .

Dann ist ho(Ly,) = {a™0"|n > 0} regular ¢

b) Zu zeigen: Ly = {0P|p > 2, p prim} ist nicht regulér.

Angenommen, L, wire reguldr. Dann gibt es nach dem Pumping-Lemma n € Njw € Lo,
lw| > n,w=u12yz,0 < |yl <n:zy'z€ Ly VieN.

Sei p die kleinste Primzahl groer als n; dann ist 0P € Ly. w = 0P = zy2,0 < |y| < p und
zyPtlz € Ly, aber |zy?t'z| = |zyz|+ |ylp = p+|ylp = p(1+|y|). Dies ist eine zusammengesezte
Zahl und damit keine Primzahl ¢

c) L C ¥* L* ist regulér. Ist dann auch L reguldr? Benutzt werden kann, dafi die Sprache
L = {0"|n > 0} nicht regulr ist.

Behauptung: L ist nicht zwangsldufig regulér, wenn L* regulér ist.
Beweis [Gegenbeispiel]: Zu widerlegen ist L* reg = L reg < L nicht reg = L* nicht reg.
Die Sprache L = {0"*|n > 0} ist nicht regulir. Behauptung: L* = {0"|n > n} ist regulir.

L*_OLL---L
1=0

i—mal

Alsoist e € L* und 0" € L* fiir n > 1, da 0 € L. Damit ist L* regular ¢

Aufgabe 2

Eine Grammatik G = (V, X, P’, S) heifit linksregulér kontextfrei, wenn ihre Produktionen von
der Form P = {A — Balale} mit A, B € V\ X, a € X.. Zeige: Eine Sprache L ist reguldr, wenn
es eine linksregulare Grammatik G gibt mit L(G) = L.

Beweis: Aus dem Skript ist bekannt, dafl eine Sprache genau dann regulér ist, wenn eine
rechtsreguldre Grammatik dazu existiert. Sei G' = (V, X, P’,S) mit
P={A—aA—-acPNraecXU{e}} U{A — aB|A — Ba € P}.

G' ist offenbar rechtsregulér.

Behauptung: L(G) =L & L(G') =L"

Beweis: Mittels Induktion nach |w| kann man zeigen: A Gi>w & A %}wR fir w € ¥* und
AeV\X.
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Dann gilt: w € L < wf € LR und w € L(G) & S %w &S %?wR s wht e L(G).

Also L(G) = L & L(G') = L% Zu einer gegebenen linksreguliren Grammatik L(G) = L
existiert also eine rechtsregulire Grammatik G’ mit L(G’) = L und umgekehrt.

Behauptung: L ist reguldr < es gibt eine linksreguldre Grammatik G mit L(G) = L

,= L ist regulir = L% reguliir = es existiert eine rechtsreguliire Grammatik G’ mit L(G’) =
L® = es existiert eine linksreguldre Grammatik G mit L(G) = (L®)® =L

,<=": Es existiert eine linksregulire Grammatik G mit L(G) = L = es existiert eine rechtsre-
gulire Grammatik G’ mit L(G') = L = L% ist regulir = (L®)® = L ist regulér.

Aufgabe 3

Zeige: Jede lineare Sprache L kann von einer Grammatik G erzeugt werden, deren Produktionen
von der Form A — aB, A — Ba oder A — a, A,B €V \ X und a € ¥ U {e} sind.

Beweis: Sei L eine lineare Sprache. Dann gibt es eine lineare Grammatik G mit L(G) = L,
und jede Produktion hat die Form

1. A—a,a € XU {e} oder
2. A— aias...a,,a; €, oder

3. A— aag...a,Bbiby.. by, a;,b; € 2. BeV\YX nm>0

1. Schritt: G in eine reduzierte Grammatik G’ umwandeln. Beachte: G' = (V' 3, P’ S’) ist
immer noch linear, denn die 3 Algorithmen verletzen die Linearitéit nicht. Wir haben also in
G’ keine zyklischen Produktionen, also gilt fiir Produktionen vom Typ 3: n > 1 oder m > 1.

2. Schritt: P, == {A - alA —a€ PNaeXU{e}}U{A - aB|A - aB € P Na €
Y}U{A — Ba|]A — Ba€ PPhNac X}

Produktionen aus P’'\ P; sind vom Typ 2 oder 3. Wandle Produktionen vom Typ 2 wie folgt
um:

A—ajay...a, € PP\ P,a;€X,n>2

A — aifas ... ay)

[as...a,] — asfas...a,]

[an—10n]) — an_1ay) neue Produktionen

an] — an

[ay ... ayl;[as ... byl; [an—1]; [an] sind neue Nichtterminale.
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Produktionen vom Typ 3 werden wie folgt umgewandelt:

A—>a1a2...aan1b2...bmEP'\Pl
A—>a1[a2...aan1...bm]
[ag...aanl...bm] —>a2[a3...aanl...bm]

[CLanl . bm] — an[Bble . bm]
[Bblbg e bm] — [Bbl Cee bmfl]bm
[Bbl e bm—l] — [Bbl e bm_g]bm_l

[Bbl] — Bb1

Wir bilden nun eine neue Grammatik G” = (V”, 2, P”,S") mit
V" = V'U { neue Nichtterminale aus Umwandlungen }
P" = P[U { neue Produktionen aus Umwandlungen }

Offenbar gilt: L(G") = L nach Konstruktion und die Produktionen aus P” sind in der gewiinsch-
ten Normalform.



