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Aufgabe 12

R ist eine regulére Sprache. Es soll gezeigt werden, dafl F'H(R) & {z|Fy € ¥* : (Jz| = |ly|A\zy €

R)}, wobei F'H fir ,First Half steht, also die erste Hélfte des Wortes.

Idee: Sei M ein DFA, der R akzeptiert. Dieser DFA soll die erste Hélfte des Wortes, =z,
verarbeiten. Sobald x abgearbeitet ist, befindet sich der DFA in einem Zustand p. Ab diesem
Zustand ist der Nachfolgezustand irrelevant, der Automat mufl nur nach Abarbeitung von y
mit |y| = |z| in einem akzeptierenden Zustand F' sein. Man kann sich dies so vorstellen, daf
man gleichzeitig in ¢y und in F startet, wobei von F aus das Reversal-Wort y* abgearbeitet
wird. Wenn die beiden Teilautomaten sich in p treffen, wird das Wort akzeptiert.

[9,:F] = [P.p] _
reversal F- P IvI= K

Aquivalent alle méglichen
ZuR Nachfolgezu-
stéande »erraten«

Da R C ¥* eine regulidre Sprache ist, gibt es einen DFA M = (Q, %, d, qo, F)) mit T'(M) = R.

Man kontruiere einen NFA M’ = (', 3, ', g5, F') mit Q" = {[p, q] Ip,q € Q}U{g0}, 90 ¢ @ x Q.
QxQ

o'([p,ql,0) = {[6(p,0),q]|3§ € X :6(q,§) = ¢} fiir alle [p,q] € Q',0 € X

' (g0, 0) = User(lao, f,0) fiir alle o € 3. F' = {[q,qllq € Q} U {g|q € F'}. Durch Induktion
nach |w| zeigt man: Vo € ¥ gibt es ein p,q € Q. !

(g, x) = [p,ql & d(qo,x) =pANIJy e X f € F: (x| = |yl Ad(g,y) = f. Damit gilt fiir alle

reXT:
reT(M) 8 (g, x) N F' #£0

lp.ql € F',[p. q] € §'(qp, )

g, ql € Q" [q,q] € (g5, )

g, q) € Q :0(qo,x) =qAIy e feF:|z|=yNdlqg,y) =f

Jye¥r,qeQ, feF dq,r)=qNd(qy) =fN]|z|=lyl

JyeX :|z|=|yNay € T(M)

r € FH(T(M))

Wegen e € T(M') < e € T(M) gilt T(M') = FH(T(M)). O

!Das leere Wort ist nicht enthalten, da es mit ¥ in ¢} liegt

(R R
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Aufgabe 13

Im Schaubild sieht der NFA wie folgt aus:

Daraus 148t sich mit der Potenzmengenkonstruktion der folgende DFA erstellen. Die Zusténde
werden der Einfachheit halber etwas ,,umgetauft®:

Dieser Automat wird nach dem bekannten Verfahren minimiert. Die Klassen der Aquivalenz-
relation entsprechen den Mengen der Nicht-Ziel- und der Zielzusténde:
L [0,3,5]  [1,2,4,6,7)

Fiir die weiteren Aquivalenzrelationen werden die Klassen geméf dem Verfahren aus dem Skript
ermittelt, bis sich schlieflich keine neuen Klassen mehr ergeben:
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a b
0| [1,2,4,6,7, | [0,3,5]0
1[0,3,5]0 [12467]2
2110,3,5]0 [1,2,4,6,7]0
31100,3,5]0 [1,2,4,6,7]o
41 [1,2,4,6,7]0 | [0,3,5]o
51 01,2,4,6,7)5 | [1,2,4,6,7),
6| [0,3,5]0 [1,2,4,6,7]o
7101,2,4,6,7], | [1,2,4,6,7]

Zu den Klassen von ~ konnen nun alle Zustinde zusammengefat werden, die gleiche Zeilen
haben und bereits bei ~ in einer Klasse waren; dies sind hier

o 26 B M B I

-2- 0

a b
0| [1,2,6], | [0]1
1| 3]s 1,2,6],
2| 3]y [1,2,6],
31 Bl 4]
4| [1,2,6], | [5]1
51 (1,2, 6]L [4]L
6| 3]y 7]
7101,2,6]4 | [7]y
Damit sind die Klassen von ~: [0] 1,2] 3] [4] 5] 6] 7]
a b
0] [1,2], | [0]2
1] (3] [1,2]»
2 | [3]: [1,2],
3B, | M2
41106]2 |52
511,22 | [4]2
6103z |7
7112 | [7]2
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Damit sind die Klassen von ~: [0] 1,2] 3] [4] 5] 6] [7]

Die Klassen von ~ sind jetzt identisch zu den Klassen von r%, d.h. i:f,:f\,, das Verfahren
endet hier. Der minimierte Automat sieht also so aus:

[ ;

Aufgabe 14

a) Der NFA, der L,, akzeptiert, konnte wie folgt aussehen:

Nach dem Startzustand ¢o kommen zunéchst maximal n — 1 Zusténde ¢;, in denen das Teilwort
x verarbeitet wird. Spétestens nach ¢, ; mufl dann die 1 kommen. Mit der 1 wird in Zustand pq
gewechselt, ab dem die Abarbeitung von y beginnt. Nach py miissen genau n Zeichen kommen,
damit der Automat im akzeptierenden Zustand p,, landet.

Durch Induktion wird fiir alle w € ¥* gezeigt: ¢; € §(qo, w) < |w| =i A0 < |w| <n—1.
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pi € 3(qo,w) & w=wlw" A|w’"| =1i,0 < |w’'| <n,0 < |w|<n-1.

weT(M) & (g, w)NEF £
DPn € 5(Q07w)
w=wlw" v =n0< |0 <n-1

we L, O

t ¢

b) Sei M = (Q, 3,0, qo, F') ein beliebiger NFA fiir L,. Zu zeigen: |Q| > 2n + 1.

Annahme: |Q] < 2n + 1. Offensichtlich ist L, endlich und die maximale Lénge eines w € L
betréigt |w| = 2n. Man betrachte ein solches w mit maximaler Léange.

Behauptung:

1) 7

Vi:0<i<2n:w=ww,,|w| =1 w|=2n—1i:3¢ € Q:q,w;) > qAdq,w)NF #0

Beweis: Angenommen, ¢; existiert nicht. Dann ist 6(go,w) N F =0 #. Wegen |Q| < 2n + 1
gibt es ein 4, 7,7 < j mit ¢; = ¢; = p. Es folgt

p € 8(go, wj) A wy| = j
p € 0(qo, wi) A |wi] =i
S(p,w;)NF #ON|wi| =2n—j
S(p,wYNF #£DN|w)| =2n—1i
Aus (1) und (4) folgt d(qo, wiw;) 2 6(p, wy)
= 0(qo, wywi) N F # 0
Also folgt wiw; € T(M). Es ist aber |wiw]| =2n—i+j>2n+1 ¢

c) Jeder DFA fiir L,, hat mehr als 2"™! Zustéinde. Seien w;,wy € L, mit w; # wy. Dann ist
W1 = ApQp_q . ..0a2a7 Und wy = bsbs_1...byby mit 0.B.d.A. 1 <r, s <n,a;b; € .

o 1 # s mit u=0"""1 gilt wyu € L, aber wou ¢ L, wegen |wou| > 2n
= 0(qo, w1) # 0(qo, w2)

e r=s:u=0""1 §(q,wiu) # d(qo, wau)

Also 21 — 2 Worte plus akzeptierender Zustand plus Startzustand sind 2"+, Rest analog zu
Skript.

Aufgabe 15

Die drei Aussagen entsprechen im Wesentlichen dem Satz von Myhill-Nerode, bis auf die Defi-
nition der Relation. Der Beweis kann daher in weiten Teilen analog zum Skript gefiithrt werden.
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,1 = 2“ Sei R C ¥* eine reguldre Sprache. Dann existiert ein DFA M = (Q, %, §, qo, F') mit
T(M) = R.

Fiir jedes x € ¥* definiert man 6, : Q — @ vermoge 6,(q) = (g, x) fiir alle ¢ € Q). Man
definiere die Relation ~:~C (¥* x ¥*) wie folgt:

T~y & 0y =0y
& YgeQ:6(q,z) =6(q,y)

Reflexivitdat und Symmetrie: v

Transitivitét: Sei  ~ y und y ~ 2. Dann ist 6, = J, und §, = 6., d.h. es gilt auch J, = J, und
damit x ~ z. Also ist ~ transitiv und eine Aquivalenzrelation.

Fiir jedes z,y € ¥* und ¢ € @ gilt 6,,(q) = d(q, zy) = d(6(q, x),y) = 6,(0.(q)) = 6, o dy(q).

Also ist ,y = 0,00,. Sei x ~ y und z € ¥* beliebig. Es gilt 0,, = 0,00, =, 00, = d,,. Damit
ist xz ~ yz, und ~ ist rechtsinvariant. Ebenso gilt 4., = ¢, = 0, = 0, 0 6, = 0,,. Damit ist ~
linksinvariant, also eine Kongruenzrelation.

Q — Q: Es gibt |Q| - |Q| viele verschiedene Funktionen von @) — ). Damit ist der Index von
~ endlich. Es ist auflerdem T'(M) = {(z)~|0.(q) € F} O



