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Aufgabe 5

Automat fiir L:

Wir zeigen durch Induktion nach |w|:
§(qo, w) = qo < w = 1" fiir ein i > 0
§(qo,w) = q < w =10 firi >0,5 > 1

o, w) =q & w=2a0ly:z,y € ¥*
Induktionsverankerung: |w| =0 / (jw|=1 /)

Induktionsschlufl: Sei die Behauptung fiir alle w € ¥* mit |w| = n bewiesen und z = wo mit
|lw| =nund o € %.

d(qo,wo) =q0 < (g, w) =g No =1
S w=11>0N0=1
& woe=1.i>0
qo,wo) =q < (d(qo,w) =qoNo=0)V (g, w) =q No=0)
& (w=1i>0A0c=0)V(w=10,i>0,7>1A0=0)
& (wo=1%0,i>0)V (we =107, > 0,5 > 1)
d(qo,wo) =q2 < (0(qo,w) =q No=1)V (0(qo,w) =ga Ao € {0,1})
& (w=10,i>0,7>1,0=1)V (w=u0lv,u,v € {0,1}*, 0 € {0,1})
& wo =ullv,u,v € {0,1}"
Yw € X*:
weT(M) & 6(q,w)eF
& 0(q0,w) = g2
& w=ullv,u,v € {0,1}* O
Aufgabe 6

Gegeben: m € N, L,, C {0,1}*,w = a,...a1a0 € Ly, & q(w) = > gcic, @i - 2" ist durch m
teilbar. o
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a)
Es soll ein DFA fiir L,, mit hochstens m Zustinden konstruiert werden.

Idee: Speichere in den Zustédnden die Restklasse modulo m der durch das gelesene Wort re-
préasentierten Zahl, denn falls ¢(x) mod m = r, dann ist ¢(20) mod m = 2r mod m und ¢(z1)
mod m = 2r + 1 mod m. ¢ ist die mit dem Wert assoziierte Zahl.

Man definiere den DFA M = (Q, %, 6, qo, F') mit

Q = {¢l0<i<m-—-1}
8(g;,0) = 4(2i) mod mVq; € Q
5((117 1) - Q(2i+1) mod mVQz S Q

Durch Induktion 148t sich zeigen: Vw € ¥* : 6(qo, w) = ¢p(w) mod 7.

VweX:weT(M) < d(q,w)eF
< 0(qo,w) = qo
& d(w)modr=0 O

b)

Es soll ein DFA mit k& + 1 Zustéinden konstruiert werden, der L,, mit m = 2* versteht. Wie
man zeigen kann, ist fiir alle w € ¥* p(w) genau dann durch m = 2% teilbar, wenn die letzten
k Stellen von w 0 sind, w = z0* oder wy = 0,1 > 0 — Konstruktion eines DFA fiir L,, =
{x0F|x € X} U {0'] > 0}.

Aufgabe 7

h(0) = a,h(1) = c¢. Der Monoid (M, o) 148t sich durch folgendes Diagramm darstellen:
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1
C

» O

1
bc

Idee: h™!(a) = {uOv|uv € {0,1}*}, A7 (c) = {1%]i > 1}.

Wir zeigen: Vw € 1 : h(w) = ¢ & w = 1* fiir ein k > 1.

,=": Induktion iiber k

Verankerung: k=1:h(1) =c /

SchluB: n —n+1:h(1") =h(1") o h(l) =coc=c /

,<": Induktion tiber |w|

Verankerung: (w| =1= h(0) =a,h(l)=c +/

SchluB: (w|=n+1= w = xo,|w| =n,0 € ¥. h(xo) = h(x) o h(o)

Fallunterscheidung:

e 0 =0:h(x)oh(0)=h(x)oa=aVh(zx) € M, also h(zo) # ¢

e o=1:
h(x) o h(1) = h(z) o c
h(zr)=a= h(z)oc=aoc=a
h(r) =b= h(z)oc=boc=c
h(zx) =c= h(zr)oc=coc=c
h(x) = b kommt nicht vor fir x # ¢

Fiir h(x) = ¢ gilt nach Induktionsvoraussetzung x = 1", also zo = 1" [J

Fiir alle w € ¥F gilt h(w) = aV h(w) = c. Also ist A1 (a) = X+ — h7'(c) = {ulv|u,v € *} O

Aufgabe 8

Gegeben: Zwei DFA M; = (Q;, %, 6, ¢4, Fi),1 =1, 2.



SS 2000 Theoretische Informatik 2 Blatt 2 Seite 4

a)

Es soll ein DFA M’ mit T(M') = T(M;) U T(M;) ohne Verwendung der Potenzmengenkon-
struktion konstruiert werden.

Idee: Verwendung des Kreuzproduktes.

M, M,
1 2 % %)
l il
[91 p1]
Kreuzprodukt

Man definiert also den DFA M’ = (Q, %, 6, ¢}, ¢3], F) mit Q1 X Q2 = Q = {[p,qllp € Q1,9 €
Q2}. 0([p, ql,0) = [01(p,0),02(q, 0)] fiir alle [p,q] € Q,0 € 8. F = {[p,qllp € FAVqec F} —
77F1 XQQXQI XFZ“

Zu zeigen: T(M') = T (M) UT(My).

Durch Induktion nach der Lénge von w zeigt man: Vip,q] € Q,w € X* : d([p,q],w) =
[51(])7 ’LU),(SQ((],U))]

Induktionsverankerung: |w| =0= w =¢. §([p,ql,&) = [p,q] = [01(p,€),02(p,€)] /

Induktionsschluf: Sei die Behauptung fiir n bewiesen und |w| = n+ 1. Dann gilt w = zo,0 €
Y. Es ist

([p,ql,w) = 4([p, q], z0)
6(([p, g}, ), 0)
6([01(p, ), 02(q, )], 0)
[01(61(p, ), 0),02(02(q, ), 0)]
[01(p, x0), d2(q, x0)] O

Wie folgt daraus T'(M') = T'(M;) UT(My)?

;o def T(M
weTM) “E 5@, @) w) e F
[61(q5, ), 2(q5, w)] € F

=
=
& 5(g,w) € F1 V&g, w) € Fy
=
=
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b)

Konstruktion aus 8a) hat |Q1| - |Q2| Zustinde — zu grof! Idee: Zu Beginn ,erraten®, ob

w € T(Ml) oder w € T(MQ)
1
0 M

Formal: M" = (Q", 2,5",(]6,}7’") mit Q" = {qg}UQ1 UQR2; 0.B.d.A. qS ¢ Q1UQq, Q1NQy = 0.

5”(qg,0) {6:(q5,0),62(q5,0)}Vo € &

§"(q,0) = {0i(q,0)}Vg € Q1,0 € X

§"(q,0) = {02(q,0)}Vg € Q2,0 € X

F' = {qeQ"lge FLUFR}U{glg € iV ¢ € Fy}

Durch Induktion nach der Linge von w : Yw € ¥* : §"(qy, w) = {81(q}, w), 82(q2, w)}

1" "

0 (g, w) N #0

{01(g9, w), 52(q5, w)} N {FL U Fa} # 0
[81(ab )} N Ry A0V {82(c2, w)} 0 Fs £ 0
w e T(M)VweT(M,)

w e T(M;)UT(M,)

T(M")y=T(M)UT (M) O

Vw e X rw e T(M")

te o0

AuBerdem: ¢ € T(M") < ¢ € T(M;) UT(Ms)



