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Aufgabe 5

Automat für L:
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Wir zeigen durch Induktion nach |w|:

δ(q0, w) = q0 ⇔ w = 1i für ein i ≥ 0

δ(q0, w) = q1 ⇔ w = 1i0j für i ≥ 0, j ≥ 1

δ(q0, w) = q2 ⇔ w = x01y : x, y ∈ Σ∗

Induktionsverankerung: |w| = 0
√

(|w| = 1
√

)

Induktionsschluß: Sei die Behauptung für alle w ∈ Σ∗ mit |w| = n bewiesen und x = wσ mit
|w| = n und σ ∈ Σ.

δ(q0, wσ) = q0 ⇔ δ(q0, w) = q0 ∧ σ = 1

⇔ w = 1i, i ≥ 0 ∧ σ = 1

⇔ wσ = 1i, i ≥ 0

δ(q0, wσ) = q1 ⇔ (δ(q0, w) = q0 ∧ σ = 0) ∨ (δ(q0, w) = q1 ∧ σ = 0)

⇔ (w = 1i, i ≥ 0 ∧ σ = 0) ∨ (w = 1i0j, i ≥ 0, j ≥ 1 ∧ σ = 0)

⇔ (wσ = 1i0, i ≥ 0) ∨ (wσ = 1i0j, i ≥ 0, j ≥ 1)

δ(q0, wσ) = q2 ⇔ (δ(q0, w) = q1 ∧ σ = 1) ∨ (δ(q0, w) = q2 ∧ σ ∈ {0, 1})
⇔ (w = 1i0j, i ≥ 0, j ≥ 1, σ = 1) ∨ (w = u01v, u, v ∈ {0, 1}∗, σ ∈ {0, 1})
⇔ wσ = u01v, u, v ∈ {0, 1}∗

∀w ∈ Σ∗ :

w ∈ T (M) ⇔ δ(q0, w) ∈ F
⇔ δ(q0, w) = q2

⇔ w = u01v, u, v ∈ {0, 1}∗ �

Aufgabe 6

Gegeben: m ∈ N, Lm ⊆ {0, 1}∗, w = an . . . a1a0 ∈ Lm ⇔ q(w) =
∑

0≤i≤n ai · 2i ist durch m
teilbar.
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a)

Es soll ein DFA für Lm mit höchstens m Zuständen konstruiert werden.

Idee: Speichere in den Zuständen die Restklasse modulo m der durch das gelesene Wort re-
präsentierten Zahl, denn falls ϕ(x) mod m = r, dann ist ϕ(x0) mod m = 2r mod m und ϕ(x1)
mod m = 2r + 1 mod m. ϕ ist die mit dem Wert assoziierte Zahl.

Man definiere den DFA M = (Q,Σ, δ, q0, F ) mit

Q = {qi|0 ≤ i ≤ m− 1}
δ(qi, 0) = q(2i) mod m∀qi ∈ Q
δ(qi, 1) = q(2i+1) mod m∀qi ∈ Q

Durch Induktion läßt sich zeigen: ∀w ∈ Σ∗ : δ(q0, w) = qϕ(w) mod r.

∀w ∈ Σ∗ : w ∈ T (M) ⇔ δ(q0, w) ∈ F
⇔ δ(q0, w) = q0

⇔ δ(w) mod r = 0 �

b)

Es soll ein DFA mit k + 1 Zuständen konstruiert werden, der Lm mit m = 2k versteht. Wie
man zeigen kann, ist für alle w ∈ Σ∗ ϕ(w) genau dann durch m = 2k teilbar, wenn die letzten
k Stellen von w 0 sind, w = x0k oder w0 = 0l, l ≥ 0 → Konstruktion eines DFA für Lm =
{x0k|x ∈ Σ} ∪ {0l|l ≥ 0}.
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Aufgabe 7

h(0) = a, h(1) = c. Der Monoid 〈M, ◦〉 läßt sich durch folgendes Diagramm darstellen:
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Idee: h−1(a) = {u0v|uv ∈ {0, 1}∗}, h−1(c) = {1i|i ≥ 1}.

Wir zeigen: ∀w ∈ Σ+ : h(w) = c⇔ w = 1k für ein k ≥ 1.

”
⇒“: Induktion über k

Verankerung: k = 1 : h(1) = c
√

Schluß: n→ n+ 1 : h(1n+1) = h(1n) ◦ h(1) = c ◦ c = c
√

”
⇐“: Induktion über |w|

Verankerung: |w| = 1⇒ h(0) = a, h(1) = c
√

Schluß: |w| = n+ 1⇒ w = xσ, |w| = n, σ ∈ Σ. h(xσ) = h(x) ◦ h(σ)

Fallunterscheidung:

• σ = 0 : h(x) ◦ h(0) = h(x) ◦ a = a∀h(x) ∈M , also h(xσ) 6= c

• σ = 1:

h(x) ◦ h(1) = h(x) ◦ c
h(x) = a⇒ h(x) ◦ c = a ◦ c = a
h(x) = b⇒ h(x) ◦ c = b ◦ c = c
h(x) = c⇒ h(x) ◦ c = c ◦ c = c
h(x) = b kommt nicht vor für x 6= ε

Für h(x) = c gilt nach Induktionsvoraussetzung x = 1n, also xσ = 1n+1 �

Für alle w ∈ Σ+ gilt h(w) = a∨ h(w) = c. Also ist h−1(a) = Σ+− h−1(c) = {u0v|u, v ∈ Σ∗} �

Aufgabe 8

Gegeben: Zwei DFA Mi = (Qi,Σi, δi, q
i
0, Fi), i = 1, 2.
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a)

Es soll ein DFA M ′ mit T (M ′) = T (M1) ∪ T (M2) ohne Verwendung der Potenzmengenkon-
struktion konstruiert werden.

Idee: Verwendung des Kreuzproduktes.
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0]

↓ ↓
[q1 p1]

Kreuzprodukt

Man definiert also den DFA M ′ = (Q,Σ, δ, [q1
0, q

2
0], F ) mit Q1 × Q2 = Q = {[p, q]|p ∈ Q1, q ∈

Q2}. δ([p, q], σ) = [δ1(p, σ), δ2(q, σ)] für alle [p, q] ∈ Q, σ ∈ Σ. F = {[p, q]|p ∈ F1 ∨ q ∈ F2} →

”
F1 ×Q2 ×Q1 × F2“

Zu zeigen: T (M ′) = T (M1) ∪ T (M2).

Durch Induktion nach der Länge von w zeigt man: ∀[p, q] ∈ Q,w ∈ Σ∗ : δ([p, q], w) =
[δ1(p, w), δ2(q, w)].

Induktionsverankerung: |w| = 0⇒ w = ε. δ([p, q], ε) = [p, q] = [δ1(p, ε), δ2(p, ε)]
√

Induktionsschluß: Sei die Behauptung für n bewiesen und |w| = n+1. Dann gilt w = xσ, σ ∈
Σ. Es ist

δ([p, q], w) = δ([p, q], xσ)

= δ(δ([p, q], x), σ)

= δ([δ1(p, x), δ2(q, x)], σ)

= [δ1(δ1(p, x), σ), δ2(δ2(q, x), σ)]

= [δ1(p, xσ), δ2(q, xσ)] �

Wie folgt daraus T (M ′) = T (M1) ∪ T (M2)?

w ∈ T (M ′)
def T (M)⇔ δ([q1

0, q
2
0], w) ∈ F

⇔ [δ1(q1
0, w), δ2(q2

0, w)] ∈ F
⇔ δ1(q1

0, w) ∈ F1 ∨ δ2(q2
0, w) ∈ F2

⇔
⇔
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b)

Konstruktion aus 8a) hat |Q1| · |Q2| Zustände — zu groß! Idee: Zu Beginn
”
erraten“, ob

w ∈ T (M1) oder w ∈ T (M2):
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Formal: M ′′ = (Q′′,Σ, δ′′, q
′′
0 , F

′′) mit Q′′ = {q′′0}∪Q1∪Q2; o.B.d.A. q
′′
0 /∈ Q1∪Q2, Q1∩Q2 = ∅.

δ′′(q
′′

0 , σ) = {δ1(q1
0, σ), δ2(q2

0, σ)}∀σ ∈ Σ

δ′′(q, σ) = {δ1(q, σ)}∀q ∈ Q1, σ ∈ Σ

δ′′(q, σ) = {δ2(q, σ)}∀q ∈ Q2, σ ∈ Σ

F ′′ = {q ∈ Q′′|q ∈ F1 ∪ F2} ∪ {q
′′

0 |q1
0 ∈ F1 ∨ q2

0 ∈ F2}

Durch Induktion nach der Länge von w : ∀w ∈ Σ∗ : δ′′(q
′′
0 , w) = {δ1(q1

0, w), δ2(q2
0, w)}

∀w ∈ Σ∗ : w ∈ T (M ′′) ⇔ δ
′′
(q
′′

0 , w) ∩ F 6= ∅
⇔ {δ1(q1

0, w), δ2(q2
0, w)} ∩ {F1 ∪ F2} 6= ∅

⇔ {δ1(q1
0, w)} ∩ F1 6= ∅ ∨ {δ2(q2

0, w)} ∩ F2 6= ∅
⇔ w ∈ T (M1) ∨ w ∈ T (M2)

⇔ w ∈ T (M1) ∪ T (M2)

⇔ T (M ′′) = T (M1) ∪ T (M2) �

Außerdem: ε ∈ T (M ′′)⇔ ε ∈ T (M1) ∪ T (M2)


