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Abschluleigenschaften regulirer Sprachen

1. Vereinigung: L1, Lo € REG = LiULy, € REG

2. Schnitt: L, Ly € REG = L,N Ly € REG

3. Komplement: L CY*, L € REG =" — L =1 € REG

4. Konkatenation: Ly, Ly € REG = Li-Ly € REG, Ly - Ly dof {zy|x € L1,y € Ly}
5. Kleenesche Hiille: L € REG = L* € REG, L* = Ui 1, 1° = {e}

6. Inverser Homomorphismus: h : X7 — 35, Lo C 35, Lo € REG = h~'(Ls) € REG,
h=Y(Ly) & {a|x € S1, h(z) € Ly}

7. Homomorphismus: h : X7 — X5, L1 C 37, L; € REG $ h(L1) € REG

Beweise:
Vereinigung, Konkatenation, Kleenesche Hiille:

Der Beweis folgt unmittelbar aus der Definition regulérer Ausdriicke.

Schnitt:

Es gilt L;NLy = L; U Ly, wobei die Querstriche die Komplementbildung unter Beriicksichtigung
eines Alphabets bezeichnet, das die Alphabete von L; und L, einschliefit. Die Abgeschlossen-
heit unter der Schnittbildung folgt dann aus der Abgeschlossenheit unter der Vereinigung und
Komplementbildung.

Komplement:

Sei L C ¥* und M = (Q, %, 9, qo, F') ein DFA, der L akzeptiert. Um nun ¥* — L zu akzeptieren,
wird das Komplement der Endzustande gebildet, d.h. ein neuer DFA M’ konstruiert mit M’ =
(@Q,%,0,q0, Q—F). Dieser Automat akzeptiert genau dann ein Wort w, wenn 6(go, w) € {Q—F'},
also w € ¥* — L. Dieser Beweis gilt aber nur, wenn M ein deterministischer Automat ist
und iiber keine e-Bewegungen verfiigt.
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Homomorphismen

Ein Homomorphismus ist eine Substitution iiber den Eigenschaften Vereinigung, Hiille und
Konkatenation. Da die Substitution von Vereinigung, Hiille und Konkatenation gleich der Ver-
einigung, Hiille und Konkatenation der Substitution ist, ist auch der Homomorphismus regulér.

Um die Abgeschlossenheit inverser Homomorphismen zu zeigen, sei M = (Q, 3,0, qo, F') ein
DFA, der die Sprache Ly akzeptiert, und h sei ein Homomorphismus 37 — Xi. Sei M’ ein
DFA, der h™!(Ly) akzeptiert, indem er ein Symbol x aus %} liest und M auf h(z) simuliert:
M = (Q,%1,0,q,F) und 0'(q,2),q € Q,a € X1 = §(q,h(a)). Durch Induktion nach |z
148t sich zeigen, dafl & (qo, ) = (qo, h(z)). M’ akzeptiert = also genau dann, wenn M h(z)
akzeptiert, also wenn L(M') = h='(L(M)).

Sinn von Abschlufleigenschaften

Mit Hilfe der Abschlufleigenschaften 148t sich zeigen, ob eine Sprache regulér ist. Beispiel: Es
148t sich zeigen:

L ={a"b"In >0} ¢ REG
a) L=a"b"c"d’|n > 0,r > 0,s > 0} auch ¢ REG?

Angenommen, L € REG. Dann kann man einen Homomorphismus h definieren mit h(a) =
a,h(b) = e,h(c) = b, h(d) = . Nach Abschlufieigenschaft muff ~ auch reguldr sein. Es gilt also
h(L) = {a"b"|n > 0} € REG ¢, L ist also nicht regular.

b) L = {wlw € {a,b}", #a(w) = #4,(w)} ¢ REG.

Angenommen, L € REG. Es sei [, L Na*b*. Da a*b* reguldr ist, mufl auch der Schnitt von
L und a*b* regulér sein. Es gilt allerdings L; = {a"b"|n > 0} € REG ¢

c) L = {a"""n > 0},k > 1 beliebig, aber dann fest.

Angenommen, L € REG. Definiere Homomorphismus A mit h(a) = a, h(b) = b*. Dann wiirde
gelten h=Y(L) = {a"b"|n > 0} € REG ¢

d) L={a"b"|0 <m <n} ¢ REG.
Angenommen, L € REG. Man definiere
Li=LNa*v* € REG, also L; = {a"b™|0 < n < m}
Nach Definition eines Homomorphismus h mit h(a) = a, h(b) = b, h(c) = b ergibt sich
Ly = {a"z| |z] = m = #(x) + #c(2)}
Damit 1483t sich nun L3 definieren mit

Ly =LyNa*b*c € REG, also Ly = {a"b™c|0 <n <m+ 1}
—_——

n<m
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Ein weiterer Homomorphismus ¢ sei g(a) = a, g(b) = b, g(c) = €. Damit ist
Ly = g(Ls) € REG, Ly = {a"0"[0 < n < m}
Daraus erhélt man schliefSlich

Ls=LNL,€ REG mit Ly = {a"b"|n >0} € REG ¢

e) Sei ¥ ¥ {a,by,...,b,}. Sei

LEA{a" bbb 0 < i+ 4y <

Angenommen, L € REG. Dann sei Homomorphismus & definiert mit h(a) = a,h(b;) = b,1 <
j<n.h(L)€ REG = h(L) ={a"b"|0 <m <n} € REG ¢, da durch d) widerlegt.

def

£) L {a"b™|n £ m} € REG? Sei Ly € TN a'b* = {a"b"|n > 0} € REG #

g) (a"cb"ln > 0) € REG? Sei L = (a™b"|n > 0), Homomorphismus h : h(a) = a,h(b) =
b,h(c)=¢. Ly =h™Y(L) € REG. Ly Na*cb* € REG = {a"cb"|n > 0} € REG ¢



