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Abbildung 6 — Beispiel eines NFA

Aus diesem Transitionsdiagramm kann man nun die folgenden Transitionen erkennen:

5(00.8) =10}

5(00,2) = {0, 0}
(0, ab) = {t. 0}
§(ap,aba)={q,}
&(0,abb) = {05}

Um diese zu erhalten, geht man wie folgt vor (wir betrachten das Beispiel &(dj,,ab) — &(¢,,aba)):

Theoretische Informatik 2

Betrachte die beiden Zustande g, und g, aus 5(d,,ab). Wohin gelangt man jeweils bei einer weiteren

Eingabe von ,,a' ? Von g, aus gelangt man nach g, (also bilde die Menge { .} ), von g, aus gelangt man
mit & nirgendwohin (bilde die leere Menge {}). Dann vereinige die gefundenen Ergebnismengen. Es

ergibt sich die Menge { q;} . Also gilt: 5(q,,aba)={q}.

Wir beweisen nun bel diesem NFA, dass er die Sprache L = (ab)"[n>1} u {(abb)"

Wir verwenden hierbei Induktion.
Induktionsverankerung (n <= 2):
YN<2:8(0p,%... % )NF =D

S0 ed(0 % %)
S X... X, =ab
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Zu (4.5):
Esgilt:

5(%,&-..x"xm)—qz—5{5(q0,><1m>%)'xn4]
%% %)

LY

= 6( G X X1 ) = & A N gerade
Auch dieser Fall scheidet aus, weil n ungerade ist.
Zu (4.6):
Dieser Fall ist &hnlich wie beim Fall n ungerade zuvor
zu (4.7):
Ist genauso wie oben.
4.2.5 Beweis der Sprachaquivalenz

Wir miissen nun noch mit Hilfe der aus dem Induktionsbeweis gewonnenen Erkenntnis, wann die
Endzusténde erreicht werden, zeigen, dass der endliche Automat aus Abbildung 5 tatséchlich T(M)
readlisiert:
X.. % €T(M)  <5(0%...%,)eF
= 6(0h%..%,)=F
md’gms)g..,x‘ :(ab)g AN gerade (4.11)
=T(M)={(ab)'|n>1}
il
4.3 Nichtdeterministische Endliche Automaten (NFA)

Neben den deterministischen endlichen Automaten (DFA) existieren auch nichtdeterministische
endliche Automaten (NFA), die sich dadurch auszeichnen, dass bei einem Zustand bel demselben
Eingabesymbol keine, eine oder mehr Transitionen erlaubt sind.

Die nichtdeterministischen Automaten sind insbesondere ein niitzliches Konzept zum Beweis von
Sétzen. Weiter wird sich zeigen, dass die NFAs aquivaent zu den DFAs sind. |nsbesondere kann man
auch DFAs as einen Speziafall der NFAs auffassen, ndmlich als einen, bei dem es je Zustand eine
einzige Transitions fir jedes Symbol gibt.

Um zu bestimmen, ob eine bestimmte Zeichenkette w von einem DEA akzeptiert wird, genligt es,
diesen einen Pfad zu prifen. Bei einem NFA kann es viele Pfade geben, die mit w markiert sind. Hier
mussen also alle Pfade Uberpriift werden.

4.3.1 Formale Definition

Definition (NFA):

Ein nichtdeterministischer endlicher Automat ist ein Quintupel M =(Q,=,5,,,F) mit:
1. Qist eineendliche Menge von Zustanden

2. T ist eine endliche Menge von Eingabesymbolen

3. ¢, €Q ist der Anfangszustand

4. F cQ ist die Menge der Endzustande (= akzeptierten Zusténde)
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2 Vorlesung vom 11. April 2000
2.1 Mengen, Mengenoperationen und Relationen

2.1.1 Funktion, Umkehrfunktionen und Abbildungen

Eine Funktion ist eine eindeutige Zuordnung der Elemente einer Menge A zu den Elementen einer
Menge B. Jedem Element von A darf hdchstens ein Element von B zugeordnet sein, verschiedenen
Elementen von A kann aber dasselbe Element von B zugeordnet sein. Es braucht nicht jedem Element
von A ein Element aus B zugeordnet zu sein.

Fur beliebige Funktionen gilt:
ABMengen, Ac §,BcS,, f:§ -5,

f(A);{f(x)\xe Al @
P'(B)5{xxes 1 (x)< Bl

A 1(1(A)

B f(f'(B)) (22)
f(AUA)=T(A)UT(A)

f(ANA)cf(A)NT(A) 23)

Anmerkungen dazu:

Esist zu beachten, dass f' () keinesfalls die Umkehrfunktion ist — zu dieser wird es erst durch die
bijektive Eigenschaft.

Bei der obigen Betrachtung von A, B, S, S, und f() existieren drei Sonderfélle. 1) Ein Element aus A
kann nicht nach B abgebildet werden, weil f() fur dieses Element nicht definiert ist. 2) Fir ein
bestimmtes Element aus B gibt es kein Element aus A, das auf dieses Element abgebildet wird. 3)
Zwei oder mehr Elemente aus A werden auf ein Element in B abgebildet. (Die vierte, logische
Kombination, némlich dass ein Element aus A auf mehrere Elemente aus B abgebildet wird, verbietet
der Funktionsbegriff.)

2.1.2 Injektivitat, Surjektivitat und Bijektivitat

Die Begriffe Injektivitét, Surjektivitat und Bijektitivét entstammen dem mathematischen
Sprachgebrauch und miissen daher hier nicht naher erl&utert werden. Bedeutsam sind aber die
Auswirkungen auf die oben gemachten Aussagen:

f injektiv= A= f'(f(A))

(24)
finjektiv=f(ANA)=f(A)Nf(A)
f surjektiv=B=f (f'(B)) 25)
f surjektiv= f'(B,nB,)=f'(B,)n f'(B,) .
f bijektiv= f* (Inverse Funktion) existiert mit Identitat = f o f'= f'o f (2.6)

Generell gilt, es existiert eine bijektive Abbildung zwischen zwei Mengen genau dann, wenn ihre
Méchtigkeit identisch ist:

|Al=|B| < 3 eine bijektive Funktion f mitf:A— B @27

Seite 7/ 142



[A4WRTAES

ee(qe)="%%""x <
e=""%V¢(qe)="%x""X<

u Al
e="%vh=(%""%'D)o =

fRa

‘116 TZU [IBM 'SMe seuLesSuO INPU | Jop ydeu Bpryos %

%A%

P () g |0 = b= (MK X D)o
¢pa

(v) nz

;uppueyRq Nz T |[e-4 aim Bojeue zueh 1si |le- Bsa1A
apesab u ‘apesebun T+U :Z |4

"USLILUOXJOA JUD1U |fe4 JSSIp uuey| Jweq " <T+U ep ‘yonidsepim up st b= ("% "%'%)¢

(Ly)nz
eb=("% (%% D) 9)o=("%"Kk D)9 =
JiBepsuonsuel ]
Q2pa
gb=(%""%"%D)o<
Al
Jsuos,, 1% X
(1suos) z'11
—
Sb: E‘(%("'IX‘Ob)Q g:(vux...'lxxob)gc
e="%vh=(%"%"%)¢ <
vt
z(qe)=%""x <«
T-u Al
apesbun u
suos— 1% X
(1suos 10U) T "1

1UOS [1"X " TX A BUOS— [ % TX <
Jsuos, 7% X

:jpfoy apusbio} alp JoAnz usyJIeaq pun Bamd Ny Usp JIM Ussiemag 1Zief ,= “

Jsuos,, (17X =
(g=""% A =""%)V suU0s, ] XX <=
Al

= (%% b)e

Jsuos, 17X <=
e="%ve ¢ (qe)="%""x<
Tu Al

‘Ib:(Ly‘[XLOb)g

2 irewloju| ayoasnaloay |

(eb)z|

¢y /8 dNdS

121

v="2((
(o12) vV30:121A(
(B="ou)alo="1121AG Ev vorvonned 10

101658 v aBus N 81p
0 usBus I B|[e BunBiuiele A 31D (€ pun ‘S v UoA 8busw e L suk D sBus N apal (2 ‘puis Yol |6 Jepo
plunkip 0 ushus I 3| fe (T Uuem uuep neush v LoA Uoniiied iy 'O Ushus |\ UOA Lo |[0X 8UF

usuonnied LT

“Jwiwe)s | abusLBIZIpU| Jop SMe Jop ‘UsuUQY Uapiem

VeIZIPUI | XOpU| UBUR BN B1P 'O LeILBWR [T UoABBLe N suB 1 {12 1]'Df = uompIjo3 aug
uauomRIIoM 9TZ

"USTRWLIOINY SaU B apueISNZ
Jap |Uezuy Jep pun ussse pizus eAINbY/ Jap SeZipu | Usp Usyds Mz Bueyusiuwesnz ue 14e1seg s3

‘9JeM Us] [RyIUB asseyzus eAinby ususBie Jeuss Ul 1yoIu Jusws |3 Ul 1feyasusbig essip
auyoep ‘usbel | WINZ UsUO e RY Jop 1eyasuebig aAIXe| 81 81p JWLLOY uasse pzus leAinby uep eg

62 [a]=[e] =@ =[a][e]
IS IILBP! LBSSE PIZUB RAINDY 91 PUE 08 B8] 121U LBSSE PiZUB EAINDY 10 BMZ SBUBLUIIILLYS S1p 15|
®2) fe gy vv 20} =[e]

B SjUBLB |3 SAP ,8sSe pizUs [enInby “ 81p
uswiLLIesNZ Usp|iq ‘pus JuseAlnbe e uawe [ usuagebab weu e Nz aip ‘|\ abus | Jeuie g ajuswe 3 3|1

uassepjzusfeainby g1

‘Bunupio auwe (,>*) uoieiedO-yor|B-JsuB|y 81p pun ‘UoIkPIZUS AINDY

aup (,=") Ua|yez us| a1 Jop abus A Bp Jre uolesedosyo (B A S WO BIp ISI Pidseg

wnz "1S1Yds uswiwiAs jue pun AlSURI] ‘ADX3|J8] UO IR [pY U B UUBM ‘BunupiQ Jou® UOA pun ‘Si
YosLRWWAS pun AnSUel) ‘AXS|j81 UOITeRY BU ULBM ‘ LUoITe e ZUB [eAInby “ Jaue UOA 1yoLds Ue |\

usuolneaizusfeainby 1

‘uapsem ynudiegn upzuie usbessny JaIA Jesalp apa(ssnw
uoieRY Joul Bunuemeg INZ iIBHAIX (Y UdIU UsBIZI|dWI TeYARISURI L pun dLBWWAS B1ydeag

g=e<y>(e'q)vyd>(qe): W>q'ea BupWWASIUY ¢

¥>(e'a)<=y>(ge): Wagea BUPBWWAS €
d>(0e)<=y>(0'g)vya(qe): Wo2'qA JelAnsuel] g
y>(ew): waea BIAIRIRY T

:uabin oA us1feyosuslig UapusB|o} Jop aeuyslu JBpo au B JBgn Uuey Uoiepy aulg * gye yone
> (g'e) 1eIs Uew 1geJYos Yo1puebepD |, oY 48P Ul UaYs’s g pun e :uew 1es os * ¥ > (q'e)
1B pun N 30t pUIS "INXIA UOASBUSW[IB 1 SUR ISI N SBUSIN JBU Jre Y uolepy akeuiqauig

usuolielpy €'1°¢

2 irewloju| ayasnaloay |
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Wieist das nun zu lesen? Um nach ¢, zu kommen, muss man nach dem Transitionsdiagramm im
vorletzten Schritt in g, oder g, gewesen sein.

Weil nun n+1> 2= nx1gilt, kann kann Fall g, schon mal nicht vorkommen. g, kann nicht
vorkommen, weil n ungerade ist. Damit gilt die Prémisse von (4.4) nicht und die Implikation von links
nach rechts ist wahr. Liest man (4.4) von rechts nach links, dann gelten ¢, / g, ebenfalls nicht und
damit ist die Aquivalenz (4.4) insgesamt gezeigt.

Zu (4.5):

Def. von &
(%% XoXen) =0 = 5[5(%%--%),&“] (4.9)
OV %M

=G
Wieder haben wir das Transitionsdiagramm betrachtet und sind diesmal nur auf g, als letzten
mdglichen Schritt gestofRen.
Wir betrachten nun zunéchst den Weg von links nach rechtsin (4.5):

Def. von &
5(Gp X X Xpn) =0 = 6[5(%%---m),><m]
%% %)

=4

gxl...x" :(ab)nTAaA X =b
n+l

=% %, =(ab)

Natirlich muss auch der Ruckweg gezeigt werden. Dies funktioniert aber analog:

s
N
RS

nungerade A X,...X,,, =(ab)

n+l
= n+1gerade AX,...X,, =(ab) 2
-1

= n+1lgerade AX,...X,,=(ab)Z ab

E

v
=0 (0o % X,) =G A X,y =D
Def 5,1V
= (% X,0) =2
Damit haben wir die Aquivalenz gezeigt.
Zu (4.6):
Hier ergibt sich:
Def. von & .
(O X XXpa) =G = | F(Gou X %)) Xt (4.10)
=GV VG Vs

Wie zuvor scheidet g, aus, da n>1 und ¢, scheidet aus, weil n ungerade ist.
» =" Wir wahlen zunéchst den Schritt von links nach rechts:
1.1(q1)
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Die Menge der Aquivalenzklassen aller Elemente einer gegebenen Menge A ist eine Partition von A:
C={[a]|ae A} ist eine Partition von A.

2.2 Algebraische Strukturen

2.2.1 Die algebraische Struktur

Die algebraische Struktur ist wichtig, da sich jeder endlicher Automat als algebraische Struktur
darstellen lasst. Die algebraische Struktur besteht aus einer Menge, und aus einer Rechenoperation auf
dieser Menge:

(S,o) isteine agebraische Struktur < 1) Sist eine Menge

(2.11)
2)o:XS—>S
Schreibweise: o(a,b) oder acb.
2.2.2 Die Halbgruppe
Die Halbgruppe ist eine algebraische Struktur, fiir deren Operation das Assoziativgesetz gilt:
(S,o) isteine Halbgruppe<> 1) (S,°) ist eine algebraische Struktur 1)
2 V5,.8,8,€S0(o(5,8,).8) =o(8.°(5,1,))
2.2.3 Das Monoid
Das Monoid ist eine Halbgruppe mit Einselement:
(S.e) istein Monoid<> 1) (S.o) ist eine Halbgruppe 213

2) Jee SVse S eos=soe=s
2.2.4 Das freie Erzeugendensystem, das freie Monoid
G ist ein freles Erzeugendensystem fur <S,o> , wenn 1) jedes Element aus Sals Kombination von
Elementen aus G darstellbar ist, und 2) jede dieser Darstellungen eindeutig ist.
G ist ein freies Erzeugendensystem fiir <S,o><D:'>

1) vse S\{e}3g,,...9,€G:s=0,0..0Q, (2.14)

2)s=g, °..0f, ASQj °..0Q; = N=MAG =0; 1<k<n
Schreibweise: G ist ein freies Erzeugendensystem fir (S,)* oder , (S,o)ist ein freies Monoid
Uber G*.
Beispicle:
(N,+) ist ein freies Monoid tiber {1}, (N, +) ist kein freies Monoid tiber { 1,2}
2.2.5 Der Homomorphismus

Ein Homomorphismusist die Kombination zweier algebraischer Strukturen (S,0), (S,,) und einer

Funktion h(), die die Eigenschaft besitzt, kommutativ beziiglich der V erkniipfungsoperationen (der
agebraischen Strukturen) zu sein:

h ist ein Homomorphismus <
Hh:§->S (2.15)
2)va,a,€S:h(a-a)=h(a)eh(a,)
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4 Vorlesung vom 18. April 2000

4.1 Beweis eines DFA (deterministischer endlicher Automat)
Bereitsim letzten Protokoll wurde unser Beispielautomat vorgestellt. Er erkennt die folgende Sprache:
T(M):={(ab)" [n>1f c = (4.1)

Der Automat selbst ist in der folgenden Abbildung graphisch dargestellt:

Anfangszustand

Endzustand
‘ ab

Abbildung 5 - Beispiel eines endlichen Automaten

4.2 Vorgehensweise

Was haben wir nun zu tun, wenn wir beweisen wollen, dass der gezeigte endliche Automat wirklich
die Sprache T(M) akzeptiert? Wir miissen zeigen, dass der Automat wirklich nur fir die Zeichenfolgen
im Endzustand o, € F ={q2} landet, die in der Sprachspezifikation (4.1) angegeben wurden.

Die allgemeine Vorgehensweise lautet fiir einen solchen Beweis dann wie folgt:

1. Aufstellen von Induktionsbehauptungen fir jeden Zustand des endlichen Automaten, also fur
jedes g e Q. Die Induktionsbehauptungen haben die allgemeine Form

8( 0y, X%,,---» X, ) = ¢ < {Bedingung firr Erreichen des Zustandes} (4.2

2. Beweis der Behauptungen per Induktion

3. Beweis der gewiinschten Spracheigenschaft durch folgende Aquivalenz. Mit ,, gewiinschter
Sprachspezifikation® ist eine Beschreibung von x,...x, in der Form gemeint, dass x,...x die
gewtinschte Sprache darstellen.

%,...X, € T(M) < { gewlinschte Sprachspezifikation} (4.3

Bei oberfléchlicher Betrachtungsweise fragt man sich leicht, wieso es nicht reicht, die
Induktionsbehauptungen fiir die Endzustande zu beweisen. Dies liegt daran, dass die Endzustandei. d.
R. nur Uber andere Zusténde erreicht werden kénnen, deren Eigenschaften also auch bewiesen werden
muissen.

4.2.1 Beweis des Beispiels

Zu zeigen:

Wir haben zu zeigen: T(M) = {(ab)" \nzl}

Wir stellen nun zunéchst die Induktionsbehauptungen geméf (4.2) auf. Hierzu betrachten wir im

Transitionsdiagramm (Abbildung 5) jeden einzelnen Zustand und Uberlegen uns, wann (fur welche
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Die Menge aller Wérter tiber einem Alphabet = (entspricht X°) ist abzahlbar unendlich; die Menge
aller Sprachen Uber X ist Gberabzahlbar unendlich.

2.4 Grammatiken

Die zul&ssige Form der Sétze einer Sprache nennt man Syntax, die Bedeutung der Sétze wird durch die
Semantik beschrieben. Zur Festlegung der Syntax einer Spracheverwendet man Grammatiken. Eine
Grammatik ist eine Menge von Regeln, die bestimmen, welche Sétze zur Sprache gehdren, und welche
nicht. Man spricht von Chomsky-Grammatiken, wenn eine Grammatik durch vier Angaben definiert
wird: durch eine Menge von Terminal symbolen, eine Menge von Nichtterminal symbolen, eine Menge
von Grammatikregeln und durch ein Startsymbol.

Von einer Grammatik wird gefordert, dass sie ein endlich langer Beschreibungsmechanismus fiir eine
Spracheist. Solche endlich langen Beschreibungsmechanismen kénnen der Lénge nach, und innerhalb
einer Lange alphabetisch geordnet werden. Somit ist die Menge der Grammatiken abzéhlbar
unendlich. Weil die Menge der Sprachen aber Giberabzahlbar unendlich ist, folgt daraus, dass es
Sprachen gibt, die keine Grammatik haben kénnen.

Wie viele Sprachen gibt es, die eine Grammatik haben?

Well esinsgesamt nur abzahlbar unendlich viele Grammatiken gibt, ist auch die Menge aller
Grammatiken flr eine beliebige Sprache Uber X nur abzéhlbar unendlich. Daraus folgt, dass die Menge
der Sprachen mit Grammatik hochstens ebenfalls abzahlbar unendlich ist. ,,Hchstens* deswegen, weil
u.U. mehrere Grammatiken die selbe Sprache beschreiben.

Wie viele Sprachen gibt es, die keine Grammatik haben?

Es gibt Gberabzahlbar unendlich viele Sprachen, die keine Grammatik haben. Der Beweis gestaltet
sich recht einfach. Wir haben bereits festgestellt, dass es nur abzahlbar unendlich viele Sprachen gibt,
die eine Grammatik haben. Gébe es ebenfalls nur abzéhlbar unendlich viele Sprachen, die keine
Grammatik haben, so wiirden auch insgesamt nur abzahlbar unendlich viele Sprachen existieren. Wir
haben aber bereits festgestellt, dass liberabzahlbar unendlich viele Sprachen existieren (Widersprucht).

2.5 Klassifizierung von Sprachen

Noam Chomsky hat 1956 eine Klassifizierung der kiinstlichen Sprachen vorgeschlagen, die sich bis
heute erhalten hat. Sie sieht vor, Grammatiken in insgesamt vier verschiedene Gruppen zu
kategorisieren. Jede Gruppe verfeinert die vorhergehende Gruppe, bzw. beinhaltet sie. Zu diesen vier
Gruppen hat sich im Laufe der Zeit eine fiinfte Gruppe gesellt:

Klassifizierung nach Verschiedene M ethoden (Klassen), Grammatiken
Chomsky Automaten (Klassen)
Chomsky-3 Endliche Automaten Regulére Grammatiken
- deterministisch
- nichtdeterministisch
Chomsky-2 Pushdown-Automaten Kontext-freie Grammatiken
(Kellerautomaten)
Deterministische Pushdown-Automaten LR(z) — Grammatiken
Chomsky-1 Linear beschrénkte Automaten Kontext-sensitive
Grammatiken
Chomsky-0 Turing-Maschinen Rekursiv aufzdhlbare Mengen
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[.Jala[b]alb]bla]a].]

~ Lesekopf

Alsgabe bei
Endzustand

S
endiicher Automat | (‘

mit Zustanden Q

Abbildung 3 - Prinzip eines endlichen Automaten

Die Ubliche anschauliche Notation eines endlichen Automaten ist der Graph. Eine Kante verbindet
Knoten, die den Zustdnden entsprechen. Fir jedes Zeichen des Eingabeal phabets gibt es eine eigene
Kante, die vom jeweiligen Zustand zu einem Folgezustand fuihrt.

3.3.2 Definition

Ein deterministischer endlicher Automat auch Finite Sate Maschine (FSM) oder Deterministic Finite
Automation (DFA) genannt, setzt sich aus fiinf charakteristischen Eigenschaften zusammen, so dass
ein solcher Automat ein 5-Tupel darstellt:

M =(Q,Z,6,q,F) (3.23)

Dabei bezeichnet Q die Menge der Zusténde, T das Eingabeal phabet, § die Ubergangsfunktion, g, den
Sartzustand und F die Menge der Endzustande. Ausfuhrlicher haben die 5 Elemente folgende
Funktionen:

e Qist eine endliche Menge von Zusténden (daher der Name!)
e 3 ist eine endliche Menge von Eingabesymbolen, das Eingabeal phabet

e 5:QxZ— Qist eine Ubergangsfunktion (kartesisches Produkt von Zustand und Eingabesymbol),
die einem Zustand und Element des Eingabeal phabets einen Folgezustand zuordnet

* (Qoist der Startzustand des Automaten mit g, € Q
e Fist eine Menge von Endzustanden (akzeptierende Zustande) mit F < Q

Charakteristisch fur diesen Automatentyp (es gibt auch weitere wie wir spater sehen werden) ist, dass
jeder Kombination aus Zustand und Eingabesymbol ein eindeutiger Folgezustand zugeordnet wird.
Verschiedene Kombinationen kdnnen jedoch auf den gleichen Folgezustand zeigen.

3.3.3 Erweiterung von §:QxX—Q auf 5" :QxX" > Q

Um Worter auf ihre Sprachzugehérigkeit zu priifen, ist es sinnvoll, a's Eingabe fiir eine
Ubergangsfunktion nicht nur einzelne Zeichen sondern ganze Woérter zuzulassen. Diese neue
Ubergangsfunktion wird dann 8" genannt. Da sie auf dem freien Monoid = arbeitet, kann sie auch das
leere Wort verarbeiten. Prinzipiell handelt es sich bei 5 um eine rekursive Mehrfachausfiihrung des
einfachen &.

Es gelten folgende Axiome:

5'(0.8)=q (3.29)
5'(q,a)=5(q,8) vgeQvacex, (3.25)
5 (08, 2,08,) =56 (0,8, 8,,48,4), ) (3.26)
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B e

Abbildung 1 - Grafische Zuordnung von Mengenelementen

Zur Motivation ist anzumerken, dass die detaillierte Beschreibung dieses Themas als sinnvoll zu
erachten ist, daviele Beweise der kommenden Wochen in ihrer Basis auf diesem Vorgehen basieren
und die Begriffe so zu den Essentials der Veranstaltung gehdren.

3.1.3 Abzahlbarkeit rationaler Zahlen

Ein Beispiel fur einen Beweis der Abzéhlbarkeit einer Menge ist die Abzéhlbarkeit der rationalen
Zahlen. Dierationalen Zahlen ist die Menge der Bruchzahlen, die Vereinigung einer Zahlermenge A
und einer Nennermenge B mit A und B gleich Menge der ganzen Zahlen [ .

p:% mita,ber &7

Dies & sich leicht mit einer einfachen Darstellung und der aus der Mathematik bekannten
Gesetzmélligkeit beweisen, dass die Vereinigung abzahlbar vieler abzahlbarer Mengen (wie die der
ganzen Zahlen) wieder eine abzéhlbare Menge ist.

Jedes Element der Zahlermenge besitzt eine abzéhlbare Menge von Elementen im Nenner, die Menge
der ganzen Zahlen eben. Ebenso gibt es eine abzéhlbare Menge von Z&hlerelementen, so dass man
folgendes unendliches Schema anwenden kann, wobei die Pfeile eine lineare Numerierung bedeuten,
beginnend mit der linken oberen Ecke. Folglich ist die Menge der rationalen Zahlen abzéhl bar
unendlich.

=012y (13)—=14) (15)
(2.1 (2,2)/(2,3)/(2,4)/(2,5)
(3*.’1)/(3.2)/(3.3)/(3.4) (35)

Y

41" 42 430 44

SN

¥
(517 (52)
Abbildung 2 - Quadratisch unendliches Schema der Bruchzahlen
Formal 183t sich eine Zeile des Schemas fol gendermal3en ausdriicken:
PZ::{EWG, \{0}} fir zell (38)

Daalle P, abzéhlbar sind, ist auch die Vereinigung abzéhlbar vieler solcher Mengen abzahlbar und
damit die Menge der rationalen Zahlen abzahlbar:
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Theoretische Informatik 2

5 Vorlesung vom 20. April 2000

5.1 Uber die Aquivalenz von DFA und NFA*

Dajeder DFA ein NFA igt, ist esklar?, dass die Klasse der Sprachen, welche ein NFA akzeptiert die
Sprachen enthélt, die von einem DFA akzeptiert werden. Es stellt sich jedoch heraus, dass auch nur
diese Sprachen von NFA akzeptiert werden. Der Beweis dafirr baut darauf auf, dass gezeigt werden
kann, dass ein DFA einen NFA simulieren kann. (Fir jeden NFA kann ein equivalenter DFA
konstruiert werden.) Der DFA simuliert einen NFA indem die einzelnen Zustédnde des DFA den
Mengen von Zusténden des NFA entsprechen. Der so konstruierte DFA Uberwacht all die Zustande,
die der NFA durch die selbe Eingabefolge erreichen (wie der DFA) kénnte. Somit gelangt man zu dem
folgendem Theorem:

5.1.1 Theorem

Wenn L eine akzeptierte Sprache fur einen nichdeterministischen endlichen Automaten ist, dann
existiert ein deterministischer endlicher Automat, der auch L akzeptiert. In anderen Worten: Sei
L < X" eine Sprache, dann sind folgende Aussagen gleichwertig:

1. L=T(M,) fur einen deterministischen endlichen Automaten M,

2. L=T(M,) fir einen nichtdeterministischen endlichen Automaten M,
5.1.2 Beweis des Buches

Sei M =(Q,%,5,0,,F) ein NFA, welcher die Sprache L akzeptiert. EinDFA M '=(Q"%,5',q',,F )
sei dann wie folgt definiert: Die Zusténde von M ' sind alle Teilmengen der Menge der Zusténde von
M. Dasheifi: Q'=2°%. M 'wird alle Zustinde behandeln, welche auch M behandeln kann. F'ist die
Menge, der Zustande von Q', welche einen Endzustand von M enthalten. Ein Element von Q'wird

dargestellt, als [q,, ..., 0 ] , wobei ,0....,q aus Q stammen. Zu beachten ist, dass [¢},0,...,G |
ein einziger Zustand des DFA darstellt. Weiterhinist g, =[q,].

Wir definieren nun:

6'= ([0 G0 ].8) = P P Py G.1)
dann und nur dann, wenn:
5=({t0 %o 6 },2) = { P Pore By} (5.2)

In anderen Worten, §'angewendet auf [ql,qz,.i.,q,] von Q'wird berechnet, durch anwenden von

& auf jeden Zustand von Q , welcher durch [qy,0,..., | représentiert wird. Durch das Anwenden von
6 auf dle q;,q,,...,q und vereinigen der Ergebnisse, erhalten wir eine neue Menge von Zusténden,

P P,s---, P; - Diese neue Menge hat einen Vertreter |:p1, P By ] in Q' und dieser ist der Wert von
5'=([t % G].)

Es lasst sich nun durch Induktion tber die Lange eines Eingabestrings x zeigen, dass

5'(9'0%) = [t -1 G] (53)

! Vgl.: INTRODUCTION TO AUTOMATA THEORY, LANGUAGES AND COMPUTATION by John E.
HOPECROFT and Jeffrey D. ULLMAN pages 22f

2 Ein DFA ist ein Spezialfall des NFA, bei dem es fur jeden Zustand eine einzigartige
Ubergangsfunktion fiir jedes Symbol gibt.
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1 2
An dieser Stelle sind wir dann auch schon fertig, dawir sehen, dass die Klassen ~ und ~ schon

Theoretische Informatik 2

a b
L2 (3]
2. [6]: [14,5]:
3. [1,4,5]1 [6]1
4 2 (3]
5 [2: (3]
6. [6]: (6]:

2
Folglich sind die Klassen von ~:

[14.5].[2].[3][6]

aquivalent sind, somit ist die ~ Relation definiert durch:

1

Es bleibt nur noch den endgiiltigen Automaten M '= (Q‘,X,(S‘,[qo]N F ) aufzustellen. Dieser sieht

dann, so aus, wiein der folgenden Abbildung gezeigt.

\ b
Oy

b

Abbildung 15 der minimierte Automat M’
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Diese Ubergangsfunktion ist wie folgt definiert:
52(Qv0') =of {51((],5)} (512

Aus dieser Definition folgt nun schon, dass M, ein nichtdeterministischer Automat ist. Der einzige

Unterschied zum DFA besteht darin, dass die Ubergangsfunktion so definiert ist, dass sie eine Menge
von Folgezustanden liefert. In unserem Fall sind dies jedoch alles einelementige Mengen.

Durch Induktion Uber alle n> 0kann man dies zeigen:

8y (%% %, ) ={ P} € 6,(Go % %,)= P

=

xeT(M,) < 8,(Gp, X)"F, %0
< Jp: 5,(%,¥) ={p}cF, (5.13)
S Ip: 6,(0p,X)=peF,
< xeT(M,)

:T(M2)=T(M1)= L

In diesem Bewels ist ausgenutzt worden, dass ein Wort nur dann von einem NFA erkannt wird, wenn
die Mengevon {p} eine Teilmenge von F, ist. Dies bedeutet fiir einen gleichwertigen DFA, dass

dieses p e F, sein muss, um akzeptiert zu werden. Dies war bei uns nach Definition der Fall.
Ruckrichtung:

Nun bleibt noch zu zeigen, dass der umgekehrte Fall gilt. Sprich, wir haben einen NFA gegeben und
wollen daraus einen DFA konstruieren. (Aus 2 folgt 1): Hier sei ein NFA M, = (Qz,z,sz,qo(z),Fz) mit
einer Ubergangsfunktion &, : Q,xx = — P(Q,) gegeben. Auch dieser Automat soll nach Definition die
Sprache L=T(M,) akzeptieren.

Wir definieren nun einen DFA M, wiefolgt:

M, =g (P(Qz)12’51,{q0(2)},F1)

R =u {A‘A; QA (ANF, ¢®)}:> FcP(Q)
6,:P(Q)xE > P(Q,)
6,(Ac)=Js(p.o)oeZ,AcP(Q,)

peA

(5.14)

Der so definierte Automat ist ein deterministischer endlicher Automat. Nun bleibt zu zeigen, dass
jeder Zustand, den der DFA erreicht, der Menge von Zustanden entspricht, die der NFA erreicht hétte:

8, ({a®}x) =5, (a,x) vxex (5.15)

Dieswird wieder durch Induktion tiber die Lange der Eingaben bewiesen.
Induktionsbehauptung:

8 (@™} %) =80 ) (5.16)
Induktionsverankerung (n=0):
é‘l({qo‘z’} ,g) =6,(0,”,£) Man sieht leicht, dass fiir leere Eingaben der Definition der & -Funktion

nach das selbe Ergebnis (das Bleiben im Startzustand ¢, ) erreicht wird.
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Theoretische Informatik 2 Theoretische Informatik 2

1. Man beseitige ale nicht-erreichbaren Zusténde, d.h. ale Zusténde q, fir die gilt 5.1.4 Beispiel 1 (Konstruktion eines DFA aus einem NFA)
qe {ﬁ(qo, x)‘x € 2'} . (Es stellt sich natirrlich die Frage, in wie weit dieses Problem algorithmisch
|6sbar ist. Ein moglicher Algorithmus kénnte alle durch Worter der Lange n erreichbaren
Zustande betrachten. Damit kommt man durch alle erreichbaren Zustande.)

0
2. ~hat maximal zwei Aquivalenzklassen. Zum einen die akzeptierenden Zustande und dann noch
die nicht akzeptierenden Zusténde: {glqeQ—F}o, {glaeF}o

k
3. Angenommen, man hat die Aquivalenzklassen der Relation ~ fur (k> 0), dann bestimmt man

k+1
die Klassen der Relation ~ wiefolgt:
Zunéchst wird nun die folgende Tabelle aufgestellt:

& 8 ... a Ay

G
G

K [o(aa]]

Abbildung 7 — ein nichtdeterministischer, endlicher Automat M

Dieser Automat akzeptiert offensichtlich die Sprache T(M ) = {(ab)" \nzl} u{(abb)" \nzl} .

Ao Ein deterministischer endlicher Automat kénnte so aussehen:

k+1

Alle Felder (q,aj) erhalten also als Eintrag [5(q‘,aJ )]i Nun formt man die Klassen von ~ ,

k
indem man alle Zusténde, die bereitsbei ~in einer Klasse waren und diein obiger Liste gleiche

k+1
»Zeilen" haben in jeweils eine Klasse der Relation ~ schreibt.

4. Wenn nun N aquivalent zu < ist (was, wie schon gezeigt, spatestensbei k = n—21eintreten
muss), dann bricht das Verfahren ab. Wir bilden dann die ~ Relation durch Setzen, von ~= t
5. Der minimale Automat M '= (Q',Z,é",[qOL F ) wird letztlich wie oben schon beschrieben
konstruiert:
Q'={[a] [a=Q}
F'={la]laeF} (8.11)

5'((al..a)=[5(a.a)].

8.2.2 Beispiel

Z a {9.}
Wir betrachten einen Automaten M =(Q,=,5,q,,F ), welcher die Sprache T(M ) = {ab,ba}‘ a,bL

akzeptieren soll. Ein Automat, der dies16st ist in folgender Grafik aufgelistet. Dabel ist zu beachten,

dass der Zustand 7 nicht ereicht werden kann. Abbildung 8 - Der DFA, der zu' M aquivalent ist

In diesem Beispiel hat der DFA M ' 9 Zustande, wéhrend der NFA M 6 Zustande hatte. Und das
liegt noch einiges unter den maximal 2° méglichen Zustanden.
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8 Vorlesung vom 2. Mai 2000

8.1 Minimierung mittels Nerode Automaten

8.1.1 Satz uber die Gleichwertigkeit von Relationen

Sei M =(Q,%,5,q,,F) ein endlicher deterministischer Automat mit der Méchtigkeit |Q[=n. Dann
gilt: g~q'< qnjq'.

Der Beweis der , Hinrichtung*. ist trivial und folgt auch schon aus dem Satz der letzten Vorlesung. Die

»Ruckrichtung” ist da schon komplizierter. Der Bewels erfolgt indirekt. Angenommen die beiden
Relationen wahren nicht identisch:

n-1

n-1
q~q'AQ#Q =>~#~ (8.1)

n n
Grundsétzlich gilt, dass ~ eine Verfeinerung von ~ ist. Damit muss ~ eine echte Verfeinerung von
n-1 n-1
~ sain, denn sonst wéreja ~= ~ , was ein Widerspruch zur Annahme wére.

0 1 2 n-1 n
Durch eine Betrachtung der Anzahl der Klassen der Zusténde (~>~>~>...> ~ > ~) erkennt man
schnell, dass es mindestens eine Klasse von Zusténden geben muss, und zwar die der akzeptierenden
n n-1
Zustdnde. Da weiterhin gilt, dass ~ eine echte Verfeinerung von ~ ist, sind alle anderen Relationen
0 1 2 n-1 n
echte Verfeinerungen (also gilt ~>~>~>...> ~ > ~). Die Anzahl der Klassen wéchst durch jeden
Index um eins. Fihrt man diesen Gedankengang fort und beachtet, dass es alles echte Verfeinerungen

n

sind, so gelangt man fur den Index( ) zu dem Schluss, dass dieser mindestens n+1 Klassen

enthalten muss.

1< |ndex(3)< |ndex[i)< |ndex(3J<...< |ndex(”3] < |ndex(1)

= |ndex(ij sn+l (8.2)

Dies st allerdings ein Widerspruch, da es hochstens n (mit n=|Q|) Aquivalenzklassen auftreten
kénnen.

8.1.2 Konstruktion eines minimalen Automaten

Sei nun ~ weiterhin wie bisher definiert. Dann gibt es zu dem endlichen Automaten

M =(Q,%,8,0,,F) einen quivalenten minimalen Automaten M ':(Q',Z,ﬁ',[qo]i,F') . Dabei ist:
Q'=y {{a] [a<Q}
Fr=g {[f]|f eF} (8.3)
5'([a]. a)=o [6(aa) ]

Dieser Automat wird wie folgt konstruiert, als Zusténde nehme man die Aquivalenzklassen der
Zustande. Als akzeptierte Zustande gelten die Aquivalenzklassen der Tilderelation von F.

Damitist M ‘:(Q',Z,E',[%]F,F') ein minimaler Automat mit T(M)=T(M").

Aber ist dieser Automat auch wirklich minimal, oder nur ein reduzierter Automat? Gezeigt wird dies
durch den folgenden Beweis:
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0,1

Abbildung 11: NFA fur die Sprache Ln

Sei nun weiterhin M =(Q,Z,6,q,,F ) éin DFA, der die selbe Sprache akzeptiert, also L, =T(M).

Behauptung: Jedes Wort des moglichen Eingabeal phabetes (von 2" mdglichen Wértern) muss von
dem Automaten unterschieden werden kénnen.

VX, ye{04": x# y= 5(0y, X) = 5(dy, Y) (5.19)

Angenommen zwei gleichlange Worter aus {0,1}" , die unterschiedlich sind (d.h. sie unterscheiden
sich nach einigen gleichen Zeichen an einer Stelle, danach folgt ein Wort z) hétten dieselben
Nachfolgezusténde.
X ye{0l" Axzy
= x=x 12z
y=y, 0 z (5.20)
/=%
angenommen:  5(0,X)=5(0y, Y)

Dann werden entweder beide Worter akzeptiert, oder aber keines. In beiden Féllen macht der Automat
einen Fehler.

= E(qo,x1 1z0M 1) = §(q0,x o" 1‘4)

= 5(8(ax). 0 ) = 5(8(cy),0mHH)

=5 (qo,y 0"’1"21) = 5 (qo,y1 z O"’HZ‘) (.21)
= xllﬂeT(M) = yloﬂeT(M)

n-1 n-1

Der Widerspruch liegt darin, dass x, 1 z 0™ Element der Sprache L, ist, y, 0 z 0" jedoch
nicht, trotzdem wird fir beide Worter die selbe Entscheidung getroffen, folglich bendtigt man fur
unterschiedliche Eingabewdrter unterschiedliche Zusténde. Die maximale Anzahl der Zustdnde
betrégt, wie schon vorher gezeigt 2".

x 1z 0 el
y, 0z 0" Mg,
=Vxye{0L" :x=y=5(d,X)#35(0Y)
‘{0,1}"

(5.22)

=2"= Q22"
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Bewels:
Die genau-dann-wenn Beziehung der obigen Behauptung beweisen wir in beide Richtungen. Wenn die

k Relation gilt, dann muR auch die k-1 Relation gelten, da die k Relation alle Worter enthalt, die auch
in k-1 enthalten sind.

Seien ein Wort ze =" mit |7 <k -1 und ein Zeichen ae X beliebig gewahlt, dann gilt

5(5(q.a),z)eF < 5(g,az)e F < 5(q,az)e F < 5(5(q'a),z) e F (7.16)
und die Zusténde q und g’ gehdren zur k-1 Relation

k-1

5(g,a)~45(d,a) (7.17)

Damit ist gezeigt
k , k-1 ,
q-9d=9q-q (7.18)

Gilt bereits die k-1 Relation, so zeigen wir, dass die Behauptung in der anderen Richtung gilt. Fir
vzex' mit|Z=k gilt

5(a.z2)eF=5(q.2z)eF (7.19)

Sei zeX' mit |7 =k und z=awmitaeX A[w=k-1. Dann &Rt sich zeigen

k-1

d(aa)~s(d\a)
=(5(5(a.a),w)eF < 5(5(q.a),w)eF)

(7.20)
=(5(q.aw)=5(q,2) e F < 5(q,aw)=5(,z) e F)
k
=q-q
Somit gilt die Behauptung auch in der anderen Richtung
k k-1
a~-q<=q~¢ (7.21)

7.2.2 Verfeinerung von Aquivalenzrelationen

Zwischen Aquivalenzrel ationen lassen sich Beziehungen ausdriicken, d. h. sie kénnen kongruent oder
verschieden sein. Nehmen wir die beiden Aquivalenzrelationen p, und p, die auf der Menge S liegen.
Sind die p; und p, kongruent, dann

p=py e VX, AV, (K, =Y,

(7.22)
VX, Y€ S:Xp Yy < Xp,Y

Andernfallsist eine Relation kleiner oder echt kleiner als die andere. Man spricht von Verfeinerung

PSP & (XY = Xp,Y)

(7.23)
P<P = (PSP A pLZ P;)
7.2.3 Anwendung auf k Relation zur Zustandsreduktion

Betrachtet man die k Relationen, dann enthélt die k Relation hochstens gleich viele Zusténde wie die
k-1 Relation. k ist daher eine Verfeinerung von k-1

k k-1

~<~ (7.24)
Wir behaupten zudem
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6.2.2 Rechts-Invarianz

Eine Aquivalenzrelation Rc Sx S auf einer algebraischen Struktur (S,¢) mit einer binren
Verknipfung o: SxS— S heifdt , rechts-invariant”

§>ny:>VZeS:(on)R(yoz) 6.7)
€S €S

6.2.3 Links-Invarianz

Eine Aquivalenzrelation Rc Sx S auf einer algebraischen Struktur (S,e) mit einer bindren
Verknipfung o: SxS— S heifdt , links-invariant”

ﬁXRy:VZESZ(ZOX)R(ZGy) (6.8)
€S €S

6.2.4 Kongruenzrelation
Eine Aquivalenzrelation Rc Sx S auf einer algebraischen Struktur (S,¢) mit einer bindren
Verknupfung o: Sx S— S heifdt ,Kongruenzrelation“:

R Kongruenzrelation < xRy => VYW, ze S:(Wo X0 Z)R(Wo Yo z) <
” s T 6.9)

< (Rist rechts-invariant) A (R ist links-invariant)

Eine Kongruenzrelation ist eine mit der Struktur vertrégliche Aquivalenzrelation. Zum Beispiel ist auf
dem Korper der reellen Zahlen die Gleichheitsoperation (,,=*) bezuglich der Operationen
LAddition* (,+*) und ,Multiplikation” (,,-“) eine Kongruenzrelation:

a=b=vx,yel :(x-a-y)=(x-b-y),(x+a+y)=(x+b+y) (6.10)

6.2.5 Quotientenmenge

Eine,, Quotientenmenge" wird auf Basis einer Menge, und einer Kongruenzrelation definiert. Man
versteht dann unter der , Quotientenmenge” die Menge aller Aquivalenzklassen, welche (beziiglich der
gegebenen Kongruenzrelation) innerhalb der gegebenen Menge existieren.

Gegeben sei die algebraische Struktur <2* s o> und die Kongruenzrelation ,,~*. Unter der
,»Quotientenmenge” von £ und ~ versteht man:

21 ={[x], [xex’} (6.12)

6.2.6 Quotientenmonoid

Unter dem ,, Quotientenmonoid” versteht man die Zusammenfassung der Quotientenmenge mit einer
Operation auf dieser Menge. Die Abbildung f : =" — X"/, (der Elemente der urspriinglichen Menge

auf die der Quotientenmenge) definiert man sinnvollerweise al's einen Homomorphismus®. Die neue
Operation fur das Quotientenmonoid sei ,, .

Das ,, Quotientenmonoid* ergibt sich dann als:

(=1 o) baw. ({[x] [xex"} 0) (6.12)

% Bei der homomorphen Eigenschaft handelt es sich nicht um eine zwangslaufige Konsequenz, oder
um eine durch das Monoid definierten Eigenschaft. Vielmehr wird der Homomorphismus (willkiirlich)
gefordert, um die neue, algebraische Struktur als ,Ring“ zu erhalten
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Abbildung 13 - Homomorphismus zwischen Automat M und Nerode Automat

Esexigtiert eine Abbildung h, die alle Zustdnde von M in Zusténde in My (Aquivalenzklassen)
Uberfiihrt. Formal ausgedriickt

h(a)=[xg < 3x:5(d,x)=0q (7.4)

Hier stellt sich die Frage, ob h eindeutig definiert ist. Alle Wérter x undy, die den Automaten M in
den gleichen Zustand tberfiihren, miissen auch My in die gleiche Aquivalenzklasse tiberfiihren. Zu
Zeigenist, dass x und y der gleichen Aquivaenzklasse von R, angehéren.

XY exr :5(0p,x)=q=5(d,Y)
& (75)
[(Xlg, =[Yls
Bewels:
Zum Beweis fiihren wir eine neue Aquivalenzrelation ~ ein
X~y&XyeL 16(0X)=5(0Y) (7.6)

Uberfiihren zwei Wérter x und y den Automaten in den gleichen Zustand, so sind sie dquivaent. Da
die Anzahl der Zusténde der oben betrachteten Automaten minimal und gleich ist, gilt fur den Index
(die Anzahl der maximal paarweise verschiedenen Aquivalenzklassen) der ~ Relation

index(~) <|Q|=|Qy] (7.7)
Weiterhin gelte
XYeZ 16(0X)=6(0,Y)=> X~ y= xR y=[Xg =[] (7.8)

Somit ist h als eindeutige Abbildung von Zustanden Q auf Aquivalenzklassen aus Qy definiert.
Konnte es Zustande g in Automat M geben, fur die h(g) nicht definiert ist?
3g e Q mit h(q) nicht definiert = —3x mit 5(0,,X)=q (7.9)

Wenn ein solcher Zustand existieren wiirde, dann gebe es kein Wort x, dass den Automaten in diesen
Zustand tberfuhrt und der Zustand somit Uberfllissig. Damit wére M nicht mehr minimal und ein
Widerspruch lage vor. hist fur alle Zusténde q aus Q definiert.

Surjektivitat von h

[X]1€Qy.3qeQ mit 5(dy, X)=qgAh(q)=x (7.10)
Injektivitat von h
Wenn q= p zwei verschiedene Zustande aus Q sind und [x] und [y] ihre Abbildungen in Qy, dann
gilt
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6.3 Regulare Ausdricke

6.3.1 Kleenesche Hille

Sei ¥ eine endliche Menge von Symbolen und seien L, L; und L, Mengen von Zeichenketten aus =*.
Die Konkatenation von L; und L, — geschrieben alsL;L, —ist die

Menge {xy\x istausL, undy ist aus Lz} . Die Zeichenketten in L,L, werden gebildet, indem man an

eine aus L, gewahlte Zeichenkette eine Zeichenkette aus L, anhangt und das in allen moglichen
Kombinationen. Wir definieren nun:

0 _
L ,;{G}
U'=Ll? vixl
Df
L=Yu (Hiille, Kleenesche Hiille) (6.17)
i=0
r=Ju (positive Hlle)

L* bezeichnet also alle Worter, die durch die Konkatenation einer beliebigen Anzahl von Wértern
aus L entstehen.

Beispidl:
Sei L, ={10,1} und L, ={011,11}. Dannist L,L, ={10011,1011,111} . Ebenso
gilt {10,11}" = {€,10,11,1010,1011,1110,1111,...} .

6.3.2 Regulére Ausdriicke

Die von endlichen Automaten akzeptierten Sprachen lassen sich durch einfache Ausdriicke
beschreiben, die als , regulére Ausdriicke" bezeichnet werden. Auf Grund dieser Aquivalenz werden
die Sprachen der endlichen Automaten auch , regulare Mengen“ genannt.

Oder umgekehrt: Regul&re Ausdriicke bilden einen Formalismus zur Beschreibung formaler Sprachen.

Zwei regulére Ausdriicke heifZen , aquivalent”, wenn sie die gleiche formale Sprache beschreiben (z.B.
[ab]*aund a[ba]*). Die Aquivalenz regulédrer Ausdriicke |&sst sich Uber algebraische Gesetze zeigen.

6.3.3 Regulare Ausdriicke vs. endliche Automaten

Satz:
Die folgenden drei Aussagen sind aquivalent:
3. Listregulére Sprache/regulére Menge

4. Listdie Vereinigung von einigen Aquivalenzklassen einer rechts-invarianten Aquivalenzrelation
von endlichem Index.

g
5. Sel R_eine Relation, diewiefolgt definiert ist:
xR, y@(VZeZ*:XZeL@yzeL) (6.18)

Dannist R_von endlichem Index.
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Bewels:
Weil sowohl M a's auch My minimal sind, missen sie Uber die gleiche Anzahl an Zusténden verflgen:
Q=] (6.46)

Sei h() so definiert, dass es jeden Zustand q aus der Menge der Zusténde Q auf eine Aquivalenzklasse
beziiglich der Aquivalenzrelation R abbilde (wir erinnern uns: die Aquivalenzklassen beziiglich der
Aquivalenzrelation R_liegen dem konstruierten Nerode Automaten zugrunde).:

h(a)=[x], < 3x:5(d.x)=q (6.47)
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Beweis zu (6.25):
_Bei dem Beweis machen wir uns die Tatsache zunutze, dass die Aquivalenzrelation p rechts-invariant
ist:
VX, YeX i Xpy=>Vzel ixzpyz
U
VX, yeX X p y:(VZEZ':XZE Lo yze L)
U (6.26)
VX yeX ixpy=(vzeX':(xxelLayzel)v(xzg Layze L))
{ sieheoben
X, yeX i xpy=>xR Yy

Aus der Tatsache, dass jedes Paar von Eingabewdrtern aus *, dassin der Aquivalenzrelation p
enthalten ist, automatisch auch in der Aquivalenzrelation R_ enthalten ist, resultiert, dass die
Aquivalenzklasse eines beliebigen Eingabewortes beziiglich der Aquivalenzrelation p eine Teilmenge
der Aquivalenzklasse beziiglich der Aquivalenzrelation R ist:

vxeX: [x]p c [x]Rt (6.27)

Daraus folgt, dass es beziiglich der Aquivalenzrelation p mindestens so viele (digunkte)
Aquivalenzklassen geben muss, wie beziiglich der Aquivalenzrelation R :

index(R_)<index(p)<"endlich" (6.28)
Daraus wiederum folgt, dass auch der Index der Aquivalenzrelation R_ endlich sein muf:

index (R, ) ist endlich (6.29)
2=3
Behauptung:

Die Aquivalenzrelation R, ist rechts-invariant.
Beweis:
X, Y,W,zeX :XR Y
{ Definition R,
(X eLeye L)
{ Determinismus des Automaten
(x(zw)e Lo y(zw)e L)
{ Assoziativitét der Konkatenation (6.30)
((@)we L < (yz)wel)
g

VX, y,zeX xR yeo xzR yz
U

R ist rechts-invariant
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9 Vorlesung vom 04. Mai 2000
AbschluBeigenschaften reguléarer Mengen

9.1 Motivation

Viele Operationen auf reguldren Mengen erhalten die Eigenschaft der Regularitét. Dies bedeutet, daf3
die Operationen angewandt auf den reguldren Mengen wieder zu einer reguléren Menge fihrt.

Mit Hilfe dieser als Abgeschlossenheit bezeichneten Eigenschaften kann man also aus gegebenen
reguldren Mengen wieder neue Mengen schaffen, die von endlichen Automaten akzeptiert werden.

Man kann die Abschlufeigenschaften auch dazu verwenden, um zu zeigen, dass eine bestimmte
gegebene Sprache regulér (bzw. nicht regulér) ist, indem man tber die Abschluf3eigenschaften auf
bereits bekannte Sprachen zurtickgeht.

9.2 Sammlung von AbschluBeigenschaften

Es gelten die folgenden Abschlufeigenschaften regulérer Mengen:

(9.1) Vereinigung: L.L, e REG =L UL, eREG
L,L, e REG =L, oL, e REG

(9.2) Konkatenation:
LeL, :{XY‘XE L.ye Lz}

(9.3) KleenescheHillee L eREG =L eREG,L =L
i=0

(9.4) Komplement: Lc,LeREG =3 -LeREG

(95) Schnitt: L.L, e REG =L L, eREG

(9.6) Homomorphishmus: L, c%,L, € REG,h:X; - %, =h(L,)e REG
L3, L, eREGh:S, >3,  =h?(L,)eREG

9.7) inv. Homomorphism.:
©0 v P (L) = {x|xeZn(x)e L)

9.2.1 Beweise Vereinigung, Konkatenation, Kleenesche Hiille

Zu (9.1), (9.2) und (9.3) findet man die entsprechenden Beweise im Beweis (iber die Aquivalenz von
reguldren Ausdriicken und einem NFA mit e-Bewegungen.

9.2.2 Komplementbildung (9.4)

Zu Zeigen: Lc 2, L REG =3 - LeREG

Beweis:

Sel M =(Q,2,5,qo,F) ein DFA mit L=T(M). Dann definieren wir einen DFA M* wiefolgt:
M':=(Q,%,6,0,,Q—F) (9.8)

Es zeigt sich nun folgendes:

Fehler! Esist nicht mdglich, durch die Bearbeitung von Feldfunktionen Objekte zu
erstellen.  (9.9)

Also: T(M')=%' -T(M)=% -L
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k=0 k=1 k=2

@ D (0+1)(00)0

=

% 0+1 0+1 (0+1)(00)

s & € £+(0+1)01

Sei M der abgebildete endliche Automat. Die Wert ruk Viundj, undk=12oder 3 sindin Tabelle 1
abgebildet. Dabei wurden die reguléren Ausdriicke vereinfacht, und zwar in der Form:
(r+s)t=rt+st oder (e+ r)‘ =r". Zum Beispiel ergibt sich fir r,':

[ (ruf’)n r +1,° =0(g) O+ (12.18)
Ebenso ist:

el =1 (1) 1+ 15" = 0+ 00) (1+01) (12.19)
Bedenkt man, dass (¢+00) =(00)" und weiterhin gilt 1+ 01=(&+0)1, dann ist:

hy =0(00) (&+0)1+1 (12.20)
Daweiterhin der Ausdruck (OO) (£+0) aquivalent zu 0" ist, ergibt sich fiir O(OO)’ (¢+0)1+1

zunéchst 00'1+1 und schlieRlich 0'1. Die Reguldren Ausdrucke fiir M ergeben sich aus den
akzeptierenden Zustanden. Also ist r,,° +1,.° zu bestimmen. Mit:

3 2(, 2\ 2 2
f, = Iy (rss ) T +1p

= 01(s+(0+1)0'L) (0+1)(00) +0(00) (12.21)
= 02((0+1)01) (0+1)(00) +0(00)
und
e = Ny (rg,g2 ) lo + s
= 01(e+(0+1)01) (£+(0+1)01)+01 (12.22)
= 01((0+1)01)
ergibt sich dann:
o+ 1 =0 ((0+2)02) (2+(0+1)(00) ) +0(00) (12.23)
Dies stellt den Reguléren Ausdruck fur den Beispielautomaten dar.
12.3 Endliche 2-Wege Automaten

Dieser Abschnitt dient nur zur Information, da diese Automaten kein Thema dieser VVorlesung sein
sollen. Deterministische endliche Zweiwegautomaten sind definiert als Quintupel M =(Q,%,5,q,,F)

unterschiedlich zum ,normalen DFA ist hier zum einem dass die Ubergangsfunktion neben einem
Zustand noch eine Laufrichtung zuriickgibt, in welcher der néchste Zustand besucht werden soll. & ist
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Wir konstruieren einen DFA My, der h™(L) akzeptiert, indem er ein Symbol aaus 2 liest und My auf

h(a) simuliert. Wir geben die Definition an:
Ml::(szlv§1vQOvF)
5,(0,a)=5,(a,h(a))vqeQ.aex,

Zu beachten ist, dass h(a) eine lange Zeichenkette oder aber auch das leere Wort sein kann. Diesist
aber kein Problem, da 8 mittels Erweiterung auch auch Zeichenketten operiert.

(9.10)

Durch Induktion tber die Wortldnge des Wortes x kann man leicht zeigen, dass gilt
51(qo,X):§2(q0,h(X)) (9.11)

Daher wird x von M; genau dann akzeptiert, wenn h(x) von M, akzeptiert wird. Wir haben also einen
DFA gebaut mit T(M,)=h"(T(M,)). Damit gilt auch h™(L,)e REG .
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Theoretische Informatik 2

Angenommen die Sprache L, wére regulér, dann wére auch die Sprache
L'=L,nabcd
g (12.8)
L'= {a"bc"ds\n,sz O}
regulédr. Nun kann man einen Homomorphismus hverwenden mit den Abbildungen:
h(a)=a
h(b)=c
h(c)=b
h(d)=¢

(12.9)

Sei nun L" die Sprache, welche erzeugt wird, indem man den Homomorphismus auf die Sprache L'
anwendet:

L"=h(L")={a"cb"|n>0} (12.10)
Diese miisste auch regulér sein, dawir jewells nur strukturerhaltende Operationen verwendet haben.
Wir wissen jedoch, dass die Sprache bestehend aus Wértern der Form {a"cb” \n > 0} nicht regulér
somit ergibt sich ein Widerspruch.
Beispiel 4:
Gilt:

L ={a'cd’|n>0} ¢ REG = L, = wlwe b} #,(w)=2#,(w)| eREG?  (1211)
Angenommen, dass L, regulér ist, dann ist auch die Sprache:

L'=L,nab’

) (12.12)

L':{az"b”\nz 0}
regulér. Wieder definieren wir einen Homomorphismus mit den Abbildungen:

h(a)=aa

h(b)=b (12.13)

h(c)=¢

Sei nun L" die Sprache, welche erzeugt wird, indem man den inversen Homomorphismus auf die
Sprache L' anwendet:

L"= h’l(L‘)

Man definiert nun:

L"=L"na’ch’ (12.14)
g

L"={a"ct"|n>0}

Diese misste auch regulér sein, dawir jeweils wieder nur strukturerhaltende Operationen verwendet
haben. Wir wissen jedoch, dass die Sprache bestehend aus Wortern der Form {a”cb” \n > O} nicht

regulédr somit ergibt sich ein Widerspruch.
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Wir definieren eine zweite Sprache L; wie folgt:
L= L nab, (10.11)

angeblich  regulare
regulare Sprache
Sprache

Aus (10.1) folgt, dass die Schnittmenge zweier regulérer Mengen erneut regul & ist, daher folgt:

L, e REG (10.12)
(10.11) I&sst sich umschreiben zu:
L=Lnab ={a"|n>0} (10.13)

Aus (10.13) und (10.10) folgt:
L:=Lna’h’ ={a"h"|n>0} e REG Widerspruch! (10.14)

10.1.4 Beispiel 3

Zu zeigen sei:

L={a"n""|n>0} ¢ REG (10.15)
Wir fuhren einen Widerspruchsbewei's durch, und nehmen an:

LeREG (10.16)
Wir definieren eine homomorphe Funktion h() wie folgt:

h(a)=a h(b):=b" (10.17)

(10.15) lasst sich mit Hilfe von (10.17) umschreiben zu:

h™*(L)={a"b"|n>0} (10.18)
Gemal3 (10.1) gilt:

LeREG = h™ (L)< REG (10.19)
Aus (10.18) und (10.19) folgt:

h™(L)={a"b"|n>0} « REG Widerspruch! (10.20)

10.1.5 Beispiel 4
Zu zeigen sei:

L={a"b"[0<m<n} ¢ REG (10.21)
Wir fuhren einen Widerspruchsbewei's durch, und nehmen an:

Le REG (10.22)
Wir definieren eine zweite Sprache L, wiefolgt:

L= L nab ={ab"o<n<m (10.23)

angeblich  regulare

regulére Sprache
Sprache

Aus (10.1) folgt, dass das Komplement einer reguléren Menge, und auch die Schnittmenge zweier
reguldrer Mengen erneut regulér ist, daher folgt:

L, < REG (10.24)
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Theoretische Informatik 2

Damit 1& sich analog zum vorangeganen Abschnitt ein regulérer Ausdruck konstruieren und so der
Beweis abschlieffen. Fur die mdglichen Endzusténde

F={a,q,..q,} (11.22)

verwenden wir die Indizesiy,i,...,ip. Der regulére Ausdruck ist so die Veroderung regulérer
Ausdriicke, die die Worter beschreiben, bei denen der Automat in jeweils einem gemeinsamen
Endzustand halt.

P=0 + 0+ (11.23)
Somit wurde wurde gezeigt, dass man zu einer von einem DFA M akzeptierten Sprache L(M) einen
reguldren Ausdruck r angeben kann, der die gleiche regulére Sprache L(r) = L(M) beschreibt.

Regulédre Ausdriicke, endliche deterministische, endliche nichtdeterministische sowie endliche
nichtdeterministische Automaten mit &-Ubergangen sind somit wie im heutigen und den
vorangegangen Protokollen gezeigt, &quivalent und beschreiben die Menge der reguléren Sprachen.
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Der Widerspruch entsteht durch die Aussage von (10.21).
10.2 Automaten mit e-Bewegungen

10.2.1 Einleitung

Bisher sind der deterministische endliche Automat (DFA) und der nichtdeterministische endliche
Automat (NFA) betrachtet worden, wobei der DFA lediglich ein Spezialfall des NFA war. Diese
Automaten haben sich dadurch ausgezeichnet, dass jede Transition (jeder Zustandswechsel) durch ein
Eingabesymbol xe X ausgeldst wurde.

Bei den im Folgenden betrachteten , Automaten mit e-Bewegungen“ gibt es Transitionen, die durch
das Eingabesymbol ,, &, d.h. das ,,leere Wort* ausgel 6st werden.

Das Transitionsdiagramm eines derartigen Automaten kann z.B. wie folgt aussehen:

Abbildung 16 — ein Transitionsdiagramm

Bel dem obigen Automaten fuhrt aus dem Startzustand ¢ flir das Eingabezeichen alediglich ein
direkter Pfad zu dem Zustand q;. Allerdings fuhren zahlreiche weitere Pfade fiir das Eingabesymbol &
zu den restlichen Zustanden.

Das Eingabesymbol & unterscheidet sich von allen anderen Eingabesymbolen, und zwar insofern, as
dass es der Automat ,,jederzeit* einlesen kann — unabhangig von den wirklichen Eingabesymbolen.

Der obige Automat kann also fir das Eingabezeichen ain jeden, eingezeichneten Zustand wechseln.
Um dieses Verhalten beschreibungstechnisch in den Griff zu kriegen, definiert man den Begriff der e-
Hdllle (siehe folgender Abschnitt).

10.2.2 gHille

Man bezeichnet die Menge aller Konten p, zu denen es einen mit ¢ bezeichneten Weg vom Knoten q
gibt, als e-Hille(q)®.
Fur den Automaten aus Abbildung 16 gilt, dass alle Knoten vom Startzustand aus erreichbar sind,
aso:
&-Hulle(dy) = {0, G, G s, G O, G} (10.38)

Definitionsgemél3 ist jeder Knoten/Zustand in seiner eigenen e-Hulle enthalten. Man kann sich das so
vorstellen, al's dass von jedem Knoten ein mit ¢ markierter Ubergang auf sich selber existiert, den man
beim Zeichnen wegl asst:

k=1 (10.39)

® Im englischen: ,&-Closure*
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Abbildung 25 - Gesamter Automat

Fur den reguldren Ausdruck 01*+1 exisiert wie gezeigt ein endlicher, deterministischer Automat mit
e-Ubergéngen, der folgende Definition hat. Fiir die zehn Zusténde gibt es einen Startzustand g, und
einen Endzustand gg. Die Ubergangsfunktion entspricht dem oben aufgefiinrten Graphen fiir den
gesamten Automaten.

M = ({0 s Cho} 1 2,6,0r1 {}) (11.13)

Auf diese Weise lassen sich fur alle reguléren Ausdriicke DFAs und NFAs konstruieren, die die
gleiche Sprache wieder reguldre Ausdruck erkennen.

11.1.6 Von endlichen Automaten zu regularen Ausdriicken

Gemal3 der Darstellung des Schaubildes zu Beginn des Protokolls, haben wir gezeigt, das sich regulére
Ausdriicke in nichtdeterministische Automaten mit e-Ubergéngen umwandeln lassen. Aus
vorangegangenen Protokollen ist bekannt, dass DFAs, NFAs und NFAs mit e-Ubergéngen aquivalent
sind. Jetzt ist der Weg zuriick zu den reguléren Ausdriicken zu zeigen, der letzte Pfeil im Schaubild
von DFAS zu reguldren Ausdriicken.

Satz:

Wenn eine Sprache L von einem DFA akzeptiert wird, dann 183t sich diese Sprache L durch einen
regulé@ren Ausdruck r beschreiben.

Beweis

Esist zu zeigen, dass der zu bestimmende regulére Ausdruck r die gleiche Sprache beschreibt wie der
gegebene Automat M, aso L(r)=L(M) gilt. Sei M ein endlich deterministischer Automat, dessen

Zusténde von 1 bis n durchnummeriert sind und g, der Startzustand ist.
M =(Qzx,5,q,F)
Q={0,%: .0}
Rk,; seien Sprachenmit i, j e {1...,n}und k e {1,...,n} , die wir durch regulare Ausdriicke beschreiben
wollen. Rfi enthalt alle Worter X, die den Automaten von Zustand g; Uiber verschiedene

(11.14)

Zwischenzustdnde nach ¢; Uberfiihren. Dabei seien g die besuchten Zustande® und es gelte | < k fir
alle Worter x.

RY :{XEZ*‘é‘(q,,x): q; mit Zwischenzustanden q \{q, g }‘I < k} (11.15)

® Besuchen bezeichnet hier in den Zustand einzutreten und wieder herauszutreten
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Wir werden uns darauf beschrénken, zu zeigen, dass jeder NFA mit &-Bewegungen durch einen
,normalen NFA" ersetzt werden kann. Der Beweisin der umgekehrten Richtung ist zwar theoretisch
ebenfalls nétig, ertibrigt sich aber bei naherer Betrachtung®.

Zu einem gegebenen &NFA M =(Q,Z,5,q,,F) definieren wir einen , normalen®

NFA M'=(Q,%,5",0,,F') . Wie man an der Definition sehen kann, muss an dem Automaten nicht

viel veréndert werden. Die Menge der akzeptierenden Zusténde F kann weitestgehend tibernommen
werden, abgesehen von der Ausnahme, dass die e-Hulle von g einen akzeptierenden Zustand enthalt:

F,::{Fu{qo} falsdie e-Hulle(q, ) einen Zustand aus F enthélt (1047)

F sonst

Diese Verénderung ist nétig, weil M’ keine & Transitionen kennt. Tritt ndmlich der Fall ein, dass die &
Hille von g, einen akzeptierenden Zustand enthét, dann wiirde M ja beenden, ohne ein einziges
Zeichen gelesen zu haben. Fir M’ 1asst sich dies nur nachbilden, indem der Startzustand (qo) selber
akzeptierend ist. Und genau das erreichen wir mit der obigen Fallunterscheidung.

Nun wird noch eine Ubergangsfunktion &' benétigt. Dazu behalten wir die bereits definierte
Funktion & bei:

5=8 (10.48)
Wie kann das sein? Fangen wir ganz vorne an. Wir méchten zwei &quivalente Automaten erhalten.
Wir haben bereits definiert, dass beide Automaten auf der selben Menge von Zustanden operieren.
Was ist nun also naheliegender, als auch die Ubergangsfunktion komplett zu iibernehmen? Genau dies
tun wir laut (10.48). Der Sicherheit halber werden wir aber im folgenden beweisen, dass es auch
richtig ist, was wir datun... Wir betrachten zunachst einmal den einfachsten Fall, némlich, dass die
Eingabe ein einzelnes Symboal ist: Dann folgt aus (10.44), (10.43) und (10.45):

vwel',ael: é(q,wa):g-HUIIe(J(g(q,W),a))

U wi=ga
5(a.ea)= g—HuIIe(ﬁ(é(q,g),a))
U 5(a.6)=e-Hillle(q) (10.49)

5(q,za) = e-Hillle( 5 (¢-Hille(q),a))
U ()‘(R,a):UR(S(q,a)

5(a.¢a)= g—HUIIe[ U s( p,a)]

pez-Hiile(q)

In klarer Sprache bedeutet das, dass 5 angewendet auf ein einzelnes Symbol a (und einen Zustand q)
nichts anderesist, als die Vereinigung der Ergebnisse von & fur jeden einzelnen Zustand aus der &-
Hulle von g. Die e-Huille von g wiederum ist nichts anderes al's eine Menge von Zusténden, zwischen
denen der Automat indifferent ist. Genau dieses Verhalten ist auch die Forderung, die wir an die
Ubergangsfunktion 6" des NFA stellen. Wir haben jetzt fiir den Sonderfall |x| =1 bewiesen, dass die

Forderung, die wir an die,,neue” Funktion &' stellen, durch die ,alte” Funktion § erfiillt werden.

Die Korrektheit fiir den Sonderfall |x|=0, d.h. x=& haben wir bereits bei der Definition der
akzeptierenden Zustande unter (10.47) verbal erkléart.

® Ein NFA wird ja schon dadurch zum &-NFA, dass man von jedem Zustand einen mit & markierten
Pfeil auf sich selber einzeichnet. Dadurch verandert sich das Verhalten des Automaten nicht.

Seite 60/ 142



Cy1 /99 dds

*OTh pueIsnZ Usp Ul T LYoz BQ % UOA Jewoiny Jep 1 BB

b puessnzpuz usnsu winz abuebiegn-3 ©% pun *h usTewoIre B | 8P UepugISNZpuUT Usp UOA Uaysh
osreuss “eh pun Sh usTeWoINY UsAIeULB] e UspRy Jep Uspuesnziels usp nz sbuebisqn-2 usysh

b puesnzieIs uaneu WO A O pun &b apuesnz emz aseliem Uew 16110usq ‘JUUX B €1 Jap ‘UsewoINy
SBU B UOIBNIISUO Y 1P U4 "8b pueIsnzpug usnau Usuid pun b pueisnzieis uaneu usue uew

161n0uUaq nzeq “usyebire (JapQ) BunbiuBIe A Ul 41J-21 = S1 11w YNw €1 YoNJpSny apuaq B |geA yoou Jod

«T0 4N} Jewomy - g Bunpiigay

Tewoiny Japuabio} yoss 1166 Uyounpeq "UsTeWoINY UBUSGR LSS

USQqO Sep puessnzsbuejuy usp b ui Buebiegn-2 weul ul lewoiny Jop 16ue Rl % uoA 1Bs1jue
usydeZ Sle 0 au uuem ‘Jagn b ul nu Fewoiny Jop 1yeb b uo A "uspiem 1B1[eyasab 1 unj usTewony
uap JoAalp ‘°b pun sh apueisnz aeliem mz Yya11B1pa| 1 1nouaq Y1 pun 21 UOA (pun) uoifeuseyuo M ald

+T InJ Yewoiny - €z Bunpjiqqy

*b

pueIsnzpu3 wnz Jepo (UeIs) oninz 2 nz Buebsd -2 Jed 1op UOA pun b Nz uew JWWoX T JBule NI
"(LoA sass3)) Yh pueIsnzpu winz 1RIIP Jepo 2b nz Buebied-3 WUl Ul Uew Jwioy ™ puesnzieis
Wwo A "€b pun 2 uspueIsnZ Use1eM BMZ 31MOS ‘T pun Th pueisnzpug Weu v pun -LeiS Weu
‘UBPURISNZ 7 11W USTEWOIN Y U UeL 18 1nJisuo Byep ‘uspuamnzue uels uoiesedo alp st T n4

"9H0NIPSNYy uspuagaebun a1p Ny apueisnz

9Jo}BM WN JOWIW | USTEWOINY UBP LB} ioMJId pun 1 »onJpsnyy uspuabialusuul 8 1uydies Iy ewwe| Y Jop
U USISa}BM We Liap 11w Uew Juuifiag ipgeq “USZIsUsWILLIESNZ UUep 8531 pun UdJa INJISUOY UaJewoiny
UB0R IY3sag 1UYasqy usuabuefabuelon wiaim U xonipsny uspal Iny yois uasse| 10816z oS

1=
&+%=
(e U+ (7 7)=

wel(3)5)-

1+((1)o)=1+ 10

2 irewloju| ayoasnaloay |

¢y /19 S

‘Jgnejs uayahioA sasalp Is| ‘UspIam Jaiyoenaq T < abugT Jap ISHQM

BLYdSSUOINPU| US||aNB{e Wap Ul B 19puamiaA T=(x)abue Iny swiyeuuesuoniNpu| aIp pim JaiH ,

(9g°01)

(ss°01)

(¥S°0T)

(es01)

(eso1)

(T5°01T)

(0s°01)

(em*b)o=(em'b),0

n
(wob)god
(em‘ob)g:(e‘(m“)b)g)g:(e‘d )¢ [N =(em').

{(tg'0T) pun (S5°0T) ‘(¥S'0T) sne 16104 Hweq
y=d
(en)g=(ed)o)

216 (°0T) aUp’s) ¢ UOA UORIULRQ Jop YN

(m%)g=d
(e'd)g () =(em*d).¢
usb

(eb)e1=(ed).e 1
(e‘(M‘“b)g),g =(em‘%),9

:uag.yaswn 16104 81M (25°0T) Uo'S 1558| (EG'0T) UOA USSSIM Wep HIN

E)
(eb)e(N=(en).0
(eb)g=(eb).e ¢
¥sb
(eb).eN=(ey).e
: BWLBUUESLO IBNPU| Jop Wyeus|IynZ Jeiun 16104 (97°0T) SNy
(e‘(/vx“’b)g)‘g =(em*®),9
16104 (TG°0T) pun (05°0T) SNV
(e(m*),9),0=(em"*b),¢
3116 ulyeIBM
(N\‘“b)g =(m*%),¢
1116 BunziessreloAsuoINPU| BIP YoINg " X3 B ,X3M BM =X Ul
ueBa 5oz ageBuT 91p YoKs 15s2| “T< [x| BQ@ "AIINpUI SEMBE UBp J1M UsBu LGS T<[X| 14

2 irewloju| ayasnaloay |



Theoretische Informatik 2

Somit ist der Induktionsschritt fir Konkatenation gezeigt:
L(M)=L(M,)-L(M,) < L(r)=L(r)-L(r,) (118)

11.1.4 Kleensche Hiille eines regularen Ausdruckes als NFA

Bel der Hiillenbildung (auch Stern genannt) tiber den reguldren Ausdruck r; kann r; einmal, keinmal
oder beliebig oft auftreten. Dementsprechend fuhren wir einen Automaten M ein, der den zu ry

passenden Automaten M, =(Q,,%,,6,,6,{ f,}) erweitert.

Tritt ry keinmal auf, so geht M vom neuen Startzustand g in einem e-Ubergang direkt in den neuen
Endzustand f, Uber. Andernfalls ist r; mindestens einmal vorhanden und M geht in den Bereich von

M ;. Hier kann der regulédre Ausdruck beliebig oft wiederholt werden, da von f; mit einem e-Ubergang
in g, verzweigt werden kann. Folgen keine weiteren Wiederholungen von r;, geht M in einem weiteren
s-Ubergang in den Endzustand fo.

—r*
rrl

Abbildung 22 - Kleensche Hillle Gber regularem Ausdruck

M akzeptiert somit regulédre Sprachen, die L(M) = L(M,)* gentigen und kann folgendermal3en definiert
werden

M :(Q1U{Qtwfo}vzlv‘quov{fo}) (11-9)

Die zugehorige Ubergangsfunktion & entspricht im Wesentlichen 8,, muR allerdings fiir die
Sterneigenschaften erweitert werden

5(0p.€) ={a, fo}
s(a,@)=5,(g,a) furgeQ\{f} undaez, ue (11.10)
E(flla):{ql' fo}

Somit ist der Induktionsschritt fur die Kleensche Hille (oder Stern) gezeigt. Es existiert ein NFA M,
der beliebig viele Konkatenationen der von r; akzeptierten Sprache sowie das leere Wort akzeptiert.

LM)=L(M)* < L(r)=L(r)* (11.11)
Mit den drei Féllen Vereinigung, Konkatenation und Hullenbildung ist die Induktion tber die Anzahl

der Operatoren abgeschlossen. Verschachtelte, vollstandig geklammerte Ausdriicke kénnen mit Hilfe
der Abschlufeigenschaften in diese Grundformen zerlegt werden.

11.1.5 Beispiel: Konstruktion eines NFA mit e-Ubergéngen fir einen regularem
Ausdruck

AlsBeispiel betrachten wir einen regularen Ausdruck r = 01*+1. Mit vollstéandiger Klammerung und
Aufspaltung in die Operationen Vereinigung, Konkatenation und Stern sowie Substitution mit
symbolischen Ausdriicken r; (ihrerseits wieder regulére Ausdriicke) erhdlt man
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11 Vorlesung vom 11. Mai 2000
11.1 Aquivalenz von endlichen Automaten und reguléaren Ausdriicken

11.1.1 Von reguléren Ausdricken zu endlichen Automaten

In den vorangegangen Wochen haben wir verschiedene Typen von endlichen Automaten
kennengelernt. Dabei haben wir gezeigt, dass deterministische und nichtdeterministische endliche
Automaten (DFA und NFA) sowie nichtdeterministische Automaten mit e-Ubergéngen die gleiche
Klasse von Sprachen, die reguléren Sprachen, beschreiben und beliebig ineinander konvertiert werden
kénnen.

Jetzt wollen wir zeigen, dass die Sprachen, die durch regulére Ausdriicke definiert werden, ebenfalls
aquivalent zu diesen endlichen Automaten sind. Diese Sprachen werden auch regulare Mengen
genannt (nach dem Satz von Kleene: , Die Menge der durch regulére Ausdriicke beschreibbaren
Sprachen ist genau die Menge der reguléren Sprachen.”)

Folgendes Schaubild verdeutlicht den Zusammenhang und die Abhéngigkeit zwischen reguléren
Ausdriicken und endlichen Automaten, die wir im Anschluf? zeigen wollen.

NFAs

Y/ |

DFAs NFAs mit
e-Ubergéangen

\_y Regulére J

Ausdricke

Abbildung 18 - Aquivalenzkreislauf reguldre Ausdriicke - endliche Automaten

Satz:

Sei r ein reguldrer Ausdruck, dann existiert ein NFA mit e-Ubergéngen, der die zum regul&ren
Ausdruck gehtrende Sprache L (r) akzeptiert.

Beweis
Fur einfache regulére Ausdriicke 13t sich die Behauptung einfach zeigen. Wenn r die leere Menge

r=0, dasleere Wort r = ¢ oder ein einzelnes Zeichen r = xe X ist, dann liegt ein einfacher
reguldrer Ausdruck vor.

Zu zeigen ist, dass ein solcher regul&rer Ausdruck in einen endlichen Automaten mit e-Ubergéngen
Uberfuihrt werden kann, wir konstruieren also einen solchen Automaten gemaf3 der Vorgabe des
reguldren Ausdrucks. Diese drei ein- oder keinelementigen Ausdriicke ohne Operator stellen
gewissermal3en den Induktionsanfang der Induktion Uber die Anzahl der Operatoren des reguléren
Ausdrucks vor.

Wenn wir zeigen kdnnen, dass ein beliebiger regulédrer Ausdruck mit beliebig vielen Operatoren nin
einen NFA mit e-Ubergangen und einem einzigen Endzustand, aus dem keine Ubergénge
herausfihren, tberfihrt werden kann, dann existiert fir jeden reguldren Ausdruck ein entsprechender
Automat und die Aquivalenz ist bewiesen.

Fur die drel elementaren Zustande kdnnen folgende Automaten gebaut werden, die einen einzigen
Endzustand haben, der erreicht wird, wenn ein Wort der Sprache L(r) erkannt wird und von dem keine
Ubergénge ausgehen.
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Daraus folgt
S=>es& SeV (14.28)
celeSeV,

Nachdem die |6schbaren Nichtterminal symbole gefunden wurden, werden im zweiten Schritt die
Produktionen auf Basis der verbliebenen Symbole umgebaut.

a:P'U{A” RO X%, 1% €V V) } 429
A= XAXA XA, P Y e{A el Aey,

Pz:F’lf{A—)gKA—)g)e F{} (14.30)
P=RuU{S>S}u{S—>¢e|ceL} (14.31)

Daraus wird anschaulich klar, dass die Sprache L mit der so entworfenen Grammatik
G=(V'u{S},%,P,S) generiert werden kann und die Grammatik tiber diein der Definition
vorgegebenen Eingenschaften verfugt.
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13 Vorlesung vom 23. Mai 2000
13.1 Grammatiken

13.1.1 Beispiel zu Grammatiken

Als Beispiel fiir eine Grammatik diene hier die Menge der booleschen Ausdriicke®. Das Startsymbol
ist ein Nicht-Terminalsymbol, daswir ,,BOOL“ nennen. Als Terminalsymbole lassen wir alle Zeichen
zu, die man gemeinhin fiir boolesche Ausdriicke verwendet. Die Produktionsregeln sind (13.1) zu
entnehmen, und sollten jeden booleschen Ausdruck produzieren kénnen:

G=(V.,5,P,9)
V = {BOOL,QUANTOR,...2,A,vi—(,)}
Zi={a..zAv ()} (13.)
BOOL —(BOOL),
BOOL -BOOL,
b |BOOL —»BOOL A BOOL,
BOOL > BOOL v BOOL,
BOOL — QUANTOR,
QUANTOR  —a.z
S:=BOOL

Der Ableitungsbaum eines bei spielhaften booleschen Ausdruckes gemal? obiger Grammatik kénnte
wie folgt aussehen:

X va ¥y A= a8 A b
QUANTOR  quanTor QUANTOR  QUANTOR

[QUANTOR Y —\QUANTOR] A —{QUANTOR A QUANTOR]
= ==

BOOL BOOL BOOL BOOL

(BOOL v ﬁBOOLJ A ﬁ[BOOL A BOOL]
=25 2 AL

BOOL BOOL

(BOOL v BOOLJ A—(BOOL) (132)
BOOL BOOL
(BOOL) A =BOOL
-BOoL

BOOL BOOL

BOOL A BOOL

BOOL

BOOL

Wie man sieht, beginnt die Transformation bei einem gewohnlichen booleschen Ausdruck, und endet
bei dem Startsymbol S®°.

13.2 Die Aquivalenz von regulédren Grammatiken und endlichen Automaten
Satz:
Sei Lc X" eine Sprache, dann gilt:

° Fir die Korrektheit tibernehme ich keine Haftung )
1% pie Begriffe ,starten” und ,enden* diirfen in diesem Zusammenhang auch vertauscht werden.
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Die Ruickrichtung des Beweises erfolgt analog. Hier wird von einem gegebenen A=« auf einen
Ableitungsbaum geschlossen. Da sowohl Hin- as auch Riickrichtung in der Vorlesung ausgespart
wurden, wird an dieser Stelle auf eine weitere Darlegung verzichtet, zumal die Ahnlichkeit von
Rickrichtung und Hinrichtung sehr hoch ist. Stattdessen gehen wir lieber zum néchsten Thema.

14.1.5 Linksableitung

Werden in einer Ableitung die Produktionen immer zuerst auf die am weitesten links stehenden
Nichtterminal symbole angewandt, dann spricht man von einer Links- oder leftmost-Ableitung.
Wendet man die Produktionen hingegen immer auf die rechte Seite an, so spricht man von Rechts-
bzw. rightmost-Ableitungen.

Definition:
Fur eine kontextfreie Grammatik ist eine Linksableitung (leftmost)

1
x=y o X=UAx A y=ufa (14.16)
ueX’,ae(V-X),AeV,(A> p)eP

Die formale Definition sagt aus, dass in einem Ableitungsschritt (mit der Anwendung einer
Produktion) immer das am weitesten links stehendene Terminalsymbol (dasist hier das A, gefolgt von
einer belieben Kombination o aus Nichtterminal- und Terminalsymbolen) zuerst abgeleitet wird.
Daraus folgen Ableitungen in n und beliebig vielen Schritten (transitive und reflexive Hiille).

x>y Ableitung in n Schritten

m

x=y transitive Hulle (14.17)
x% y reflexive Hille

14.1.6 Eindeutigkeit

Wenn es eine Ableitung

1 1 1 1 1
SEX= X XK= DX, (14.18)

gibt, dann existiert genau ein entsprechender Ableitungsbaum. Existiert umgekehrt ein
Ableitungsbaum B mit der Front o (wie in den vorangegangenen Ausfiihrungen mehrfach
aufgetreten), dann gibt esim allgemeinen mehrere Ableitungen, die diesem Baum entsprechen.
Allerdings gibt es nur genau eine Linksableitung fiir diesen Ableitungsbaum B.

Damit lassen sich Eindeutigkeit und Mehrdeutigkeit von Grammatiken definieren.
Definition:
Fir eine kontextfreie Grammatik G gilt
G eindeutig <> Vx e L(G): x hat nur einen Ableitungsbaum (14.19)
und analog
G eindeutig < Vx e L(G): x hat nur eine Linksableitung (14.20)

Weiter ist eine kontextfreie Sprache L eindeutig, wenn es eine eindeutige kontextfreie Grammatik G
gibt, fur dieL = L(G) gilt.

Umgekehrt heif}t eine kontextfreie Sprache L inhé@rent mehrdeutig, wenn keine eindeutige kontextfreie
Grammatik G mit L = L(G) existiert.
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Aus (13.7) und (13.8) folgt:

xeT(M)

g

(po ::qo%alpljA(pléagpsz...A(qx‘ léqx‘p)A(p:d(%,X)e F)

g

%=a2;..8,p (139)

¢ (pe F)@[p%g]

O3 88,---8y
g 8,8,,..., 8y e X (Terminasymbole)
xeL(G)

Die Mengen sind also identisch:

T(M)=L(G) (13.10)
S
Gegeben sei die regulére Grammatik

G=(V,%,P,9) (13.12)

Wir definieren einen nichtdeterministischen, endlichen Automaten M’, welcher der reguléren
Grammatik entsprechen soll. Dieser neue Automat benutzt die Nicht-Terminalsymbole der Grammatik
als Zustandsmenge, und die Terminalsymbole der Grammatik al's Eingabeal phabet. Wir definieren
weiterhin den ausgezei chneten (akzeptierenden) Zustand f:

M'=((V-2)u{f},2,6,SF) (13.12)

Die Menge der akzeptierenden Zustdnde F seien alle jenen Zustande (bzw. Nicht-Terminalsymbole),
welche in das leere Wort tibergehen kénnen, sowie der ausgezeichnete Zustand

Fi={A(AeV-Z)r(A>ceP)lU{f} (13.13)

Die Ubergangsfunktion ist beim endlichen Automaten definiert auf dem Kreuzprodukt von
Zustandsmenge und Eingabesymbol, d.h. in unserem Fall, auf dem Kreuzprodukt der Nicht-
Terminalsymbole (plus,,f*) und der Terminalsymbole. Die Ubergangsfunktion liefert beim endlichen
Automaten eine Teilmenge der Zustandsmenge zuriick, d.h. in unserem Fall eine Teilmenge der Nicht-
Terminasymbole.

Fur jeden Zustand, der einem Nicht-Termina symbol entspricht, welches direkt in ein Terminalsymbol
Ubergehen kann (AeV -X,ae2: A— ae P), soll der neue Automat (unter anderem) in den
ausgezeichnete Zustand f ibergehen:

5(Aa)={B|JA>aBeP}u{f|A>acP} (13.14)

" Dieser, ausgezeichnete Zustand f ist das wichtigste Element der Menge der akzeptierenden
Zustande...
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Bewels:
Daeine < Beziehung vorliegt, muf3 in beide Richtungen bewiesen werden, was sich hier aber sehr
ahnlich gestaltet. Zunéchst die
»Hinrichtung*
Geht man von einem Baum aus und will damit die Ableitungsschritte zeigen, so beweist man per
Induktion Uber die Anzahl der inneren Knoten. Anstatt des gesamten Ableitungsbaums vom
Startsymbol S aus, wahlen wir eine Ableitung der Form

A—a (14.10)
von einem beliebigen Nichtterminalsymbol A zur Front o aus.
Induktionsverankerung (Anzahl innerer Knoten = 1)

Es handelt sich um eine einzelne Produktion aus G. Aus dem inneren Knoten A folgen n verschiedene
Terminal- und Nichtterminalsymbole X1,X,,...,X, als Front des Ableitungsbaumes. Die bereits weiter
oben verwendete und hier nochmals abgebildete Grafik verdeutlich dies

")
VIR
%) %) -

Abbildung 30 - Ableitung bei einem einzelnen inneren Knoten

Formal ausgedriickt ist der Satz fur die Hinrichtung bei einem inneren Knoten bewiesen

A= X X,.. X, =a
h . (14.11)
A-a=A=a

Induktionsschritt:

Gelte die Behauptung nun firr Teilbdume mit k - 1 inneren Knoten und sei o die Front eines A-Baums
mit k inneren Knoten (k > 1). Die Kinderknoten eines solchen Wurzelementes A konnen nicht alle
Bléatter sein, dawegen k grofier eins mindestens ein Kinderknoten innerer Knoten (bzw.
Nichtterminal symbol) ist.

Die Kinderknoten seien von 1 bis n durchnummeriert und mit X4,X,,...,X, bezeichnet. Dies entspricht
wieder einer Produktion der Grammatik

A X, X, X, (14.12)

Wegen k grofer einsist eines der X; Nichtterminalsymbol. VVon diesen nichtterminalen X; verzweigen
die verbleibenden k - 1 inneren Knoten.
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Mit diesem Wissen folgt:
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)
Méglichkeit 1
)
Qi e<P)v(Q, >3y <P)
Moglichkeit 1 Moglichkeit 2
)

(W AQyaee P) v(Qqu—a,<P)

Moglichkeit 2

(13.20)

Die obige, boolesche , Kiirzung* durften wir vornehmen, da diese Bedingung geméf3 der Definition
der Ubergangsfunktion immer erfiillt ist. Es gilt nun, irgendwie den ,, Weg zuriick* zu finden vom
Zustand %—1 zum Zustand S. Aus (13.14) folgt:

xeT(M')
g
5(Sa)>Q A

A6(Qu3,)3Q, A

AT

AO(Qpasgez)> Qe
~O(Qua8y:)2 Qs

)

(S—>aQeP)a

AQ—>a,QeP)A

AN

A(Qus =84 Q2 =P) A
A (Qy2>84:Qy1P)

)

S:(;ai---%fqu\fl
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14.1.2 Ableitungsbaume

Ableitungen lassen sich mit Ableitungsbéaumen (auch Parse-Baume genannt) visuaisieren. Jede
kontextfreie Grammatik kann mit Ableitungsbaumen beschrieben werden. Die Knoten solcher Baume
sind Terminal- und Nichtterminalsymbole. Die Wurzel ist immer ein Nichtterminal symbol, wahrend
Terminalsymbole nur in Blé&ttern auftreten. Betrachtet man den gesamten Ableitungsbaum, ist die
Wurzel das Startsymbol der Grammatik.

Teilbdume eines Ableitungsbaumes sind Baume mit einem Nichtterminalsymbol A als Wurzel und
allen sich daraus ergebenden Kinderknoten. Die Anzahl der Knoten ist kleiner als die des gesamten
zugrundliegenden Baumes, erseidenn der Teilbaum ist gleich dem Ableitungsbaum. Solche Teilbdume
werden nach ihrer Wurzel genannt. Heif3t die Wurzel also A spricht man von einem A-Baum.

Damit |&% sich jede Produktion einer Grammatik al's Teilbaum beginnend mit der linken Seite als
Wurzel und den 1 bis n Symbolen der rechten Seite al's Kinderknoten darstellen. Die Symbole der

rechten Seite seien abgekrzt mit X;, X,,..., X, mit X, e(VuU¥)

®
VIR
%) %) .

Abbildung 27 - Ableitungsbaum einer Produktion

m

Fiir einen Ableitungsbaum einer Grammatik G =(V, 2, P, S) gelten folgende Regeln

1. Jeder Knoten représentiert ein Symbol X eV UL u{s}.
2. DieWurzel stellt das Startsymbol der Grammatik dar.

3. Alleinneren Knoten sind Nichtterminal symbole, da kontexfreie Grammatiken nur solche auf der
linken Seite der Produktionen stehen haben. Entsprechend sind alle Terminalsymbole Blétter, aber
nicht notwendigerweise alle Blétter Terminal symbole.

4. Wenn ein Knoten ein Nichtterminalsymbol A reprasentiert und die Kinderknoten X, X,...Xm hat,
dann gibt es eine Produktion aus der Menge der Produktionen von G mit A— X, X,... X, (siehe
Grafik vorangegangener Absatz).

5. Knoten, die das leere Wort ¢ représentieren, sind immer Blatt, dasie das einzige Kind eines
Knoten mit Nichtterminalsymbol darstellen (sogenannte e-Produktionen, wie wir spéter sehen
werde). Aus dem leeren Wort kdnnen keine Abbildungen erfolgen und es kann ausschliefllich auf
das leere Wort und nicht auf Konkatenationen mit dem leeren Wort abgebildet werden, da sonst

dierestlichen Symbole der rechten Seite und nicht das leere Wort die Kinderknoten darstellen
wilrden.

| aber nicht: / \ oder: / \
© & ® O

Abbildung 28 - richtige und falsche Ableitungsb&dume von e-Produktionen
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Der Automat ist in dem Startzustand qo gestartet, hat n Eingabezeichen verarbeitet, und hat
demzufolge n mal seinen Zustand gewechselt. Auler dem Startzustand g existieren noch (n-1) weitere
Zustande. Daraus folgt, dass der Automat mindestens einen Zustand mehr als einmal angenommen

hat:

Iq'eQ, i,j,kell:
(i=z1) A (i+j+k=n) A

5(q0,a' ) =q A (13.26)
s(q.a)=q A

"Schleife”
5(q.a)=q

Fur den Automaten ist es logischerweise ,egal“, ob er die Schleife ausfihrt, oder nicht. Daraus folgt,
dass der Automat zwischen den beiden Eingabewértern a' und a*! indifferent ist:

5(ap,a")=6| 5(0p.a),a |=5(a,a')=q'=5(qp.a) (13.27)
v

Das bedeutet ganz allgemein, dass man die Schieife auch weglassen kann, d.h. die &' s aus dem
Eingabewort weglassen kann, ohne dass sich am Verhalten des Automaten irgendetwas éndert:

5(q0,a'“‘b'”*k):5(5(%,&1‘ ),akb'*“k):
=5(5(op,a"),ab )=
= 5 (gl ) =
:b‘(qo,a”b")

Wir haben durch (13.24) definiert, dass Eingabewdrter der Form ah” von dem Automaten akzeptiert
werden, d.h. den Automaten vom Startzustand aus in einen akzeptierenden Zustand versetzen. Das
gleiche Verhalten gilt demnach fiir Eingabewoérter der Form a**6'"1** mit j>0:

2" T (M)

U

5(%,ai+i+kbi+i+k)e F

U

5(gp,a "™ 0" ) e F (13.29)
U

a* I eT(M) Widerspruch!

U

L ¢ REG

Unser Automat akzeptiert demzufolge auch Eingabewdrter der Form a™**h™*1** welche aber nicht
Bestandteil der gegebenen Sprache L sind. Die Sprache L ist nicht regular!

(13.29)

13.4 Das Pumping-Lemma

Satz:

»Wenn man einen Automaten hat, und ein akzeptiertes Wort kennt, dessen Lange grofier ist als die
Anzahl der Zustdnde des Automaten, dann ist die durch den Automaten akzeptierte Sprache
unendlich.”
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Die, Kirzung* in dem obigen Ausdruck ist erlaubt, bzw. muss sogar sein, weil in diesem Fall kein
Nicht-Terminalsymbol (d.h. S) mehr in dem Wort enthalten wére. Es gébe keine Produktion, die es
erlauben wiirde, das Wort noch weiter zu verandern.

U
x=waSaw® ) v ( x=wbSow® ) v ( x = ww? (13.75)
( )v( I )

U
((X:WSA/R)A(\M:n+1))v((x:wwR)/\(\M:n))
Ruckrichtung:
Fallunterscheidung, Fall 1:
Sei (X:WSNR)/\(‘W‘:FH—l)

U
((x=wasaw®) v (x=wbsow)) (jw| =n)
U
S wawr A[(WS/\/R:1>\I\/aSa\I\/R)v(V\/S/\/Rzlw\/bS)WR)] (13.76)
U
(SEWaSawR)v(sEWbs@wR)
U
Sr;WSNRJ

Fallunterscheidung, Fall 2:
e (x=wit") (1)
U
(S:H>WSNRJ/\(WSNR:1>VWVR) (13.77)
U
(SSWWR)
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Darausfolgt:
uw'wel (13.35)

13.5 Entscheidbarkeit

13.5.1 Pradikate

Der Begriff des,, Pradikates" ist der Pradikatenlogik als Teilgebiet der mathematischen Logik
entnommen. Ein Pradikat ist eine Aussage, die entweder wahr oder falsch ist. Ein Pradikat wird
zumei st als mathematische Funktion definiert.

13.5.2 Definition der Entscheidbarkeit
Sei SeineMenge, und p:S—{0,1} ein Pradikat mit

1 fallsp(s) wahr

13.36,
0 fallsp(s) falsch (13:36)

VseS: p(s)::{

Esgilt:
Problem (S,p) ist entscheidbar
g o (13.37)

3 Algorithmus/Programm A: - Vse S: A(s)= {2} S p(s){g}

Entscheidbar sind z.B. folgende Fragen:

1. TM)=2?

2. T(M)endliich?

3. T(M) unendlich?

Die Beweise daflr erbringen wir im Folgenden.

13.5.3 Beispiel: Entscheidbarkeit der leeren Sprache
Behauptung:

Die Frage, ob T(M)=&] ist entscheidbar.

Beweis:

Sei M =(Q,%,5,0,,F), ni=|Q|. Esgilt:

T(M)=@ | VxeX :|X<n=xeT(M) (13.39)
Entscheidbares Problem
Wieso?
»Hinrichtung”:

Diese Richtung ist trivial. Wenn der Automat iberhaupt kein einziges Wort akzeptiert, dann erst recht
keines, das eine bestimmte Lénge hat.

Ruckrichtung:

Hierfur bemtihen wir einen Widerspruchsbeweis. Wir nehmen an, dass der Automat alle Worter der
beschriebenen Lange nicht akzeptiert, aber es trotzdem Worter gibt, die der Automat existiert:
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Beweis B:

Wir konstruieren uns zwei minimale Automaten, die &quivalent zu den beiden gegebenen Automaten
sind. Dann gilt:

M, := Nerodeautomat (M, ), M, := Nerodeautomat (M, )
U (13.64)
T(Ml)=T(M2)®T(M1’)=T(M2’)

Vorausgesetzt, dass die beiden Automaten wirklich die selbe Sprache definieren, miissen die
dazugehorigen Nerode-Automaten isomorph sein, d.h.:

Jisomorphismush: h:M," > M, (13.65)

Es st nun moglich, alle denkbaren Abbildungen von Ml' nach Mz' auszuprobieren, und festzustellen,

ob eine davon ein Isomorphismus ist. Es kann kein Isomorphismus dabei sein, wenn die Automaten
nicht identisch sind... Auch hieraus folgt:

T(M,)=T(M,) ist entscheidbar! (13.66)
13.6 Kontext-freie Grammatiken
Definition:

Eine Grammatik G =(V,Z,P,S) heif} "kontextfrei"

§ ot (13.67)
vpeP: pe(V-Z)xV’

Im Gegensatz zur normalen Grammatik stehen hier auf ,, der linken Seite" der Produktionen also
lediglich Nicht-Terminal symbole, und auch immer nur eines davon. Bei der normalen Grammatik
standen hier auch Terminal symbole, und dazu noch beliebig viele (konkateniert).

13.6.1 Beispiel zur Kontext-freien Grammatik

Gegeben sei die Grammatik:

G:=(V,%,P,S)
V:={S,a,b} (1368)
Z:={ab} ’
P:={S—aSa,S—>b™,S—¢}

Behauptung:
L(G) = {ww|we {ab]'} (13.69)

»R* bedeutet in diesem Zusammenhang das ,,umgedrehte Wort". Die Grammatik beschreibt also
Palyndrome.

Beweis:
Wir fuhren den Bewelis mittels vollsténdiger Induktion tber die Lange der Produktionen durch.
Induktionsbehauptung:

vn>1lxeX": NN (X:WSNRA‘W‘:n)\/(X:VWVR/\‘W‘:n—l) (13.70)
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»Hinrichtung”:

Wir gehen von der Menge aller Woérter aus, die von dem Automaten akzeptiert werden, und lénger
sind als 2n-1. Falls diese Menge leer ist, bedeutet das, dass die erzeugte Sprache ohnehin nicht
unendlich sein kann. Wir gehen davon aus, dass diese Menge nicht leer ist. Aus dieser Menge greifen
wir uns dann eines der kiirzesten Worter heraus, und nennen esyy:
S= {X‘(XET(M NNEE 2n)}
S=J!

(13.46)

y=ze S‘Vz’e S:|Z

2| (13.47)

Da dieses Wort immer noch mehr Buchstaben besitzt, als der Automat Zusténde, schlagt das Pumping-
Lemma zu, und wir kdnnen eine ,, Schleife’ aus diesem Wort entfernen:

ly|=n

U Pumping-Lemma

Juv,wi(uww=y) A (1< V< n) A (uweT (M ))

U 1<y (13.48)

| <[] = Juvwf
U
lunj <2n-1

Damit haben wir schon die halbe Miete. Wir wissen nun, dass es automatisch ein akzeptiertes Wort
geben muss, welches eine Lange kleiner oder gleich 2n-1 besitzt. Nun gilt es noch zu zeigen, dass
dieses Wort auch eine Lange von gréRer oder gleich n besitzt:

Juwd = v — | > miin (juvw] ) — max (V)

U [M<njowz2n

|un|>2n—n (13.49)

U

lund > n
Damit ist der Beweis vollbracht. Es gilt also:

(tweT(M))A(n<|um<2n-1) (13.50)
Also gilt (13.44), und daraus folgt:

"T(M) unendlich?" ist entscheidbar! (13.51)

13.5.5 Beispiel: Entscheidbarkeit der endlichen Sprache

Behauptung:
Die Frage, ob T(M) endlich ist, ist entscheidbar.
Beweis:
T(M) endich < —(T(M) unendlich) (1352
Somit gilt:
"T(M ) endlich?" ist entscheidbar! (13.53)
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Theoretische Informatik 2

Nichtterminal symbole, welche in Terminalsymbole tiberfiihrt werden kénnen und P ist die
Menge der Produktionen, welche Terminal symbole produzieren.

Formal:

Jwes' mit Aswes AeV,

L=0 < SeV,

G=y (V,Z,P,S) mit (15.6)
V=4 Vn(V,uZ)=V, Ul

P=y PN(VXV')

Somit haben wir nun nur noch Nichtterminalsymbole, welche in Terminalsymbole Giberfihrt
werden kdnnen.

Schritt 2: Nun gilt zu tberpriifen welche Symbole eigentlich erreichbar sind. Dazu betrachtet man
ale Nichtterminalsymbole A, welche auf der Rechten Seite einer Produktion auftauchen. Man
definiert rekursiv die Ubernahme aller Nichtterminalsymbole A, welche (iber ein weiteres
Nichtterminalsymbol B erreichbar sind, das wiederum vom Startsymbol erreichbar ist. Auf diese
Weise bekommt man alle Symbole, welche in Termina symbole tiberfiihrt werden kénnen und die
vom Startzustand aus erreichbar sind. Ist dann einmal Gleichheit von zwei aufainander folgenden
Mengen H, und H,_, erreicht, so bleibt diese Gleichheit bestehen. Dieser Fall muss auftreten, da
der Symbolvorrat endlich ist.

Formal driickt man das so aus:

Ho =or {S[S€V]| (15.7)
H,=o {AlS>aABeP.a,feV | UH, (15.8)
H,=o {AB>aABeP,BeH 0, feV |UH,, (15.9)
IN:Hy=Hy, = Hyx=Hy VK (15.10)

Ein Nichtterminalsymbol A ist also dann enthalten, wenn es erreichbar ist. Wieder gilt auch die
Umkehrung. Ist ein Element erreichbar, so ist es auch in der Menge enthalten. Schlieflichist V
um al die Nichtterminalsymbole reduziert, die nicht erreichbar sind. Ebenso werden die
Produktionen aus P genommen, welche nicht verwendet werden kdnnen.

Formal:
AeH, © S=ahAB,a,BeV’
V=y VA(H,uZ)=H, Uz (15.11)
P=y P (VxV)

15.1.2 Das Problem der Ausfuhrung der beiden Schritte

Kann nun Schritt 2 das Ergebnis von Schritt 1 kaputtmachen? Angenommen es gébe kein Wort w,
welchesvon A erzeugt wird. Dann muss aufgrund von Schritt 1 ein Symbol existieren, das Abgel eitet
werden konnte, jedoch aufgrund von Schritt 2 entfernt worden ist. Die Produktion war also nicht
erreichbar. Formal:
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Theoretische Informatik 2

Durch die Anwendung des zweiten Schrittes zuerst ergibt sich:
S— AD

H,={S

s—D HO—{{S}}U{AD}

A—BC v '

B bB H,={S, AD}uU{B.C}

CeC H,={S,AD,B,C}=H,=H,

C—oc Dabei wurde jeweils nach der Erreichbarkeit der Symbole gesehen. Zuerst wird das

D->d Startsymbol eingeschlossen, dann tbernimmt man die Symbole A,D und schliefdlich
noch B,C.
Wendet man nun den ersten Schritt an, so tbernimmt man zuerst C,D und kommt
zu:

P: s>D V={C.D}
C—cC  nun nimmt man noch das Startsymbol hinzu, dagilt S—> D:
C-oc
V,={C,D S}={S,C,D
5% V.-lcpjuisi-{sc]

Fur alle folgenden Iterationen gilt:
V,={S,C,D} =V, =V,

Man bekommt also ein anderes Ergebnis. Die tberflissigen (nicht erreichbaren) Produktionen
C — cC und C — cwurden mit ibernommen. Der Grund dafiir liegt hier bei der Produktion
A— BC hier kann B nicht in ein Terminalsymbol Uberfiihrt werden. C hingegen kannin ein
Terminalsymbol Uberfuihrt werden. Esist also wichtig die Rethenfolge einzuhalten.

Wie kann man die Grammatik nun noch weiter minimieren?
15.1.3 Zyklische Produktionen

Sei nun G eine Grammatik. Dann heit A— B e P eine zyklische Produktion. Dawir eine
kontextfreie Grammatik gegeben haben, kann man zyklische Produktionen herausschneiden. Die
Ableitungsschritte der zyklischen Produktionen missen dann jedoch simuliert werden.

Satz:
Sei L c =" eine kontextfreie Sprache. Dann gibt es eine kontextfreie Grammatik G mit:
1 L=L(G)
2. VABeV-Z:A->B¢P
Beweis:
Sei G'=(V"'%,P",S) einekontextfreie Grammatik mit L(G')=L. Dann gilt fir alle AeV -3:
V.Y ={Bl]A>BeP]
v, =y, {C‘B —CecP'AB evA‘"’”} (15.12)

NV =V, A k2 0V, =y, (N
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Theoretische Informatik 2

was eine linksrekursive Ableitung erzeugt. Daher fiihren wir ein neues Nichtterminalsymbol B, ein
und wandeln in rechtsrekursive Produktion um

S— AAla
A—aS|b|aSB, |bB, (19.27)
B, > AS|ASB,
Dann liegen die A-Produktionen schon in Greibach Normalform vor und wir kénnen zum zweiten
Schritt Gibergehen.
2. Schritt

Jetzt muss das erste A der rechten Seite von S durch die A-Produktionen ersetzt werden und man
erhdlt

S— aSA|bA|aSB,A|bB,Ala
A— aS|b|aSB, |bB, (19.28)
B, > AS|ASB,

Schon! Jetzt liegen alle Produktion in der gewiinschten Form vor, bis auf die B,-Produktionen, was
jedoch auch leicht bewerkstelligt ist.

3. Schritt

Das erste Nichtterminalsymbol der rechten Seite der B,-Produktionen ist A und wird jeweils durch die
beiden A-Produktionen ersetzt, so dass vier neue Produktionen entstehen.

S— aSA|bA|aSB,A|bB,Ala

A— aS|b|aSB, |bB,

B, —» aSS|bS|aSB,S|bB,S

B, > aSSB, |bSB, | aSB, B, |bB,SB,

Somit liegen alle Produktionen die Greibach Normalform und die Umwandlung ist abgeschl ossen.

(19.29)
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b) Man modifiziere G, zu G, mit Eigenschaft 1)
¢) Man modifiziert schlielflich G, zu G mit Eigenschaft 3)

G ist dann reduziert und es gilt weiterhin L=L(G).
Bemerkung:

Esist jedoch darauf zu achten die Reihenfolge zu beachten. Wie wir schon an dem Beispiel gesehen
haben, kann die Ausfiihrung in anderer Reihenfolge das Ergebnis verandern. Insbesondere bedeutet
das fUr den letzten Beweis:

a) man mussA) vor B) ausfiihren, daA) Produktionen vom Typ A— B mit A BeV —X einfuhren
kann.

b) B) zerstdrt nicht die Eigenschaft 2)
c) C) zerstort nicht die Eigenschaften 1) und 2)
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Theoretische Informatik 2

weiter nach rechts gewandert, sondern kénnen nach wie vor nur an erster Stelle stehen, wie es die
Greibach Normalform fordert.

Bei den B;-Produktionen besteht die rechten Seite ausschlief3ich aus Nichtterminalsymbolen. Da nach
dem zweiten Schritt alle Ai-Produktionen in Greibach Normalform sind, muss im dritten Schritt
lediglich das erste Nichtterminalsymbol der rechten Seite einer B;-Produktion durch die rechte Seite
der jeweiligen A;-Produktion ersetzt werden (siehe VVorbemerkung) und folglich sind dann auch die B;-
Produktionen in der gewiinschten Greibach Normalform.

19.1.4 Beispiel 1
Gegeben sei eine Grammatik G:({A,AZ,AE},{a,b},P,A) mit den zugehorigen Produktionen

A= AA
A > AA|b (19.18)
A—>AAla

Diese wird im Folgenden in Greibach Normalform Gberfihrt.

1. Schritt

Das Umwandlungsverfahren in Greibach Normalform beruht auf Ausgangsgrammatiken in Chomsky
Normalform. Die hier gegebene Grammatik liegt in CNF vor, da auf der rechten Seite entweder zwei
Nichtterminal symbole oder ein Terminalsymbol stehen. Wir konnen daher direkt mit der Umwandlung
in GNF beginnen.

Die Produktionen miissen dlein die Form A — Ay miti <] gebracht und mégliche linksrekursive

Produktionen in rechtsrekursive umgewandelt werden. Fir die A;- und A,-Produktionen ist die
Bedingung bereits gegeben, in die Az-Produktion wird die rechte Seite von A; eingesetzt.

Dann erhdlt man

A AA
A —>AAlb (19.19)
A AAM|a
und in einem weiteren Schritt wird A, in der rechten Seite von Az durch AzA; und b ersetzt, so das
man folgende Menge von Produktionen erhalt
A AA
A —>AA|b (19.20)
A - AAAA [DAA |

Die A;-Produktion entpuppt sich jetzt a's eine linksrekursive Produktion, die durch Hinzufligen eines
Nichtterminal symbols B; und weiterer Produktionen entfernt wird.
A—>AA
A —> AA|b
A >bAAB; |aB; [bAA |a
B, > AAAB|AAA

(19.21)

2. Schritt

Dasich jetzt alle Produktionen der Bedingung A — Ajy miti <j genligen und Ap, = A3 bereitsin

Greibach Normalform ist, kénnen wir die anderen A;-Produktionen auch beginnend bei Ap; = Az in
die gewiinschte Form umgestalten.
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Wir ersetzen also jede Produktion aus P; mit der Form A— B,B,...B, durch

A—>B(B,B,...B))
(BB.,...B,)>B (B

1+1° (B R

< anl Bn > - Bn—l Bn

B,) Vv2<i<n-2 (16.8)

Dabei sind die (B ...B,) neue Nichtterminale, die V' hinzuzufiigen sind. Somit erhlt man
G'=(V\%,P,S) mit L(G)=L(G).
Satz:
Sei G=(V,,P,S) eine kontextfreie Grammatik in Chomsky-Normalform. Dann gilt:
vnz1:(]x=n)a(xeL(G))
U (16.9)
2n-1
S=x
G

Die Anzahl der Schritte (2n-1) 1&f3t sich aus dem folgenden Schaubild ersehen:

S
ko ‘m\\n-1 Ableitungen
\\\
Uy
e A n Ableitungen
il ’
a, a
=g L L
Abbildung 33
Beispiel

Wir wollen die Grammatik G:({S,A},{a,b,c},P,S) mit P={S— aAbb, S— aAch, A— ab} auf

Chomsky-Normalform bringen und wenden hierzu die aus dem obigen Satz bekannten zwei Schritte
an:

P | schitt 1 | schitt 2

S—>aMh  so[alAb]b] S —[a](A[b][b])
(Ap][b]) > A(b][b])
([b][b]) — [b][b]

S-aAd  so[aAlcb] S — [a](Alc][b])

(Alc]lb)  —A(cl[b])

{[elten) = [e]le]
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p j linksrekursive rechtsrekursive &
Ableitung Ableitung

Abbildung 36 - Links- und rechtrekursive Ableitungen

Beweis:
In G endet jede Ableitung von A— Ag, mit A— £, . Damit erhélt man

A Ag > Ao o= Ay o o e o (19.13)
G G 27 g G P lp "G Pl L
was in G; folgendermalien erzielt wird
A:GfﬂlB?ﬂjalprjﬂ;“lpalwB?---?ﬂﬂupalw---% (19.14)

Da beide Ableitungen zu den gleichen Wortern fihren, die dem oben genannten reguldren Ausdruck
entsprechen, gilt L(G)=L(G,). Somit wurde gezeigt, dass sich linksrekursiven Produktionen unter
Zuhilfenahme neuer Nichtterminal symbols B, sowie weiterer Produktionen in rechtsrekursive
umwandeln lassen und dabei die mit der Grammatik erzeugte Sprache L (G) erhalten bleibt.

19.1.3 Kontextfreie Grammatiken in Greibach Normalform (GNF)
Satz:

Jede kontextfreie Sprache L ohne leeres Wort ¢ kann durch eine kontextfreie Grammatik G generiert
werden, deren Produktionen die Form

A—aBB,.B, k20 (19.15)

haben. A und B; sind Nichtterminalsymbole, aist ein Terminalsymbol. Sind ale Produktionen von
dieser Form, heif3t die Grammatik in Greibach Normalform.

Beweis:

Der Nachweis Uiber die Richtigkeit dieser Aussage wird mit Hilfe eines Algorithmus erbracht, der eine
beliebige Grammatik G, =(V,,%,R,S ), diesich bereitsin Chomsky Normalform (CNF) befindet, in
eine Grammatik G = (V,E, P, S) in Greibach Normalform (GNF) umwandelt.

Der Umwandlungsprozess wird in drei Schritten vorgenommen. Zundchst nummerieren wir die
Nichtterminalsymbole der Ausgangsgrammatik G; miti =1..m

VI:{A,AZ,..A,A"} (19.16)
mit dem Ziel, alle Produktionen in die Form
A—>Ay i<j (19.17)
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17 Pushdown-Automaten

17.1 Einfuhrung

Wir kommen nun zu dem Thema der ,, Pushdown-Automaten® (,, Kellerautomaten* ). Wie wir spéter
sehen werden, beschreiben kontextfreie Grammatiken und Pushdown-Automaten (PDA) dieselben
Sprachen.

Im Wesentlichen ist ein PDA ein endlicher Automat, der sowohl iber ein Band als auch tber einen
Stack (Keller) gesteuert wird. Weiter besitzt er eine endliche Kontrolle. Der Stack ist eine
Symbolfolge Uiber einem Alphabet. Wir stellen uns den Keller um 90° gekippt vor, so daf das erste
Kellersymbol (, Top*) immer das am weitesten links stehende Symbol ist.

Der Automat kann auf zwei Arten arbeiten: Entweder liest er ein Symbol der Eingabe und kann in
Abhéngigkeit des aktuellen Zustandes und des obersten Elementes des Stacks den zustand wechseln.
Das oberste Element des Stacks wird dann entfernt und eventuell durch ein neues Alphabetsymbol,
einer Symbolfolge oder durch das leere Wort ersetzt. Sodann geht der Lesekopf eine Position auf dem
Band nach rechts.

In der zweiten Arbeitsweise liest der Automat kein Symbol (eine sogenannte ,, e-Bewegung “) vom

Eingabeband (der Lesekopf bewegt sich also nicht). Genau wie oben kénnen Zustand und/oder Stack
verandert werden.

Bildlich kann man sich das ganze wie in Abbildung 34 vorstellen:

Eingabeband

Lesekopf

Zustandsspeicher

A

L | | stack

Abbildung 34

17.2 Formale Definition, Konfiguration, Akzeptierung

Definition (Pushdown-Automat)

Ein Pushdown-Automat (PDA, Kellerautomat) ist ein 7-Tupel M =(Q,%,T,5,0,,Z,,F ) mit:
1. Qist eine endliche Menge von Zustéanden

2. X ist eine endliche Menge von Eingabesymbolen

3. T isteineendliche Menge von Kellersymbolen

4. g, €Q istder Anfangszustand
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19 Vorlesung vom 15. Juni 2000
19.1 Greibach Normalform (GNF)

19.1.1 Vorbemerkung

Neben der Chomsky Normalform ist auch die Greibach Normalform als weitere standardisierte
Darstellungsform fir kontextfreie Grammatiken bekannt. Hier sind alle Produktionen derart gestaltet,
dass die rechte Seite immer mit einem Terminalsymbol beginnt und keines oder beliebig viele
Nichtterminal symbolen folgen.

A-aBB,.B, k>0 (19.1)

Um zu zeigen, dass sich jede kontextfreie Grammatik fiir Sprachen ohne leeres Wort ¢ in Greibach
Normalform bringen l&sst, wie wir in den folgenden Abschnitten zeigen werden, muss es moglich
sein, &quivalente Grammatiken aufzustellen, bei denen mehrere Ableitungsschritte in einzelnen
Produktionen zusammengefasst werden. Dass sol che Zusammenfassungen moglich sind, wird im
Folgenden gezeigt.

Eine A-Produktion ist eine Produktion der Form

A-a (19.2)
mit einem Nichtterminalsymbol A auf der linken Seite. Bei einer kontextfreien Grammatik
G=(V,%,P,S) gebeeseine A-Produktion A— ¢,Ba, mit B-Produktionen

B BB, ...| Bs (19.3)
Dann gibt es eine aus G hervorgehende kontextfreie Grammatik G, = (V,Z, B, S) mit neuen
Produktionen

A afa, |lapa, .. |lapfa, (19.4)
die durch Ableiten von A— ,Ba, ausG mit B— f,| 3, |...| B, entstehen. Die Produktion
A—> a,Ba, ist dann Uberfliissig und fehlt in G,. Dann gilt L(G)=L(G,).
Beweis:
Der Beweisist einfach, dasich L(G,) < L(G) ergibt, wenn man firr jede Ableitung

A? a,Ba, ?alﬂaz (19.5)

in G; das entsprechende
A§ a,fa, (19.6)

verwendet. Umgekehrtist L(G) < L(G,), da A— o,Ba, dieeinzige Produktion ist, diein G und
nicht in G, enthalten ist. Immer, wenn A— ¢,Ba, bendtigt wird, folgt in einem spéteren
Ableitungsschritt B — g, | 5, |...| S, was man in G1 in einem einzigen Ableitungsschritt mit
Asafa, la B, ... |ay S, redisiert wird. Folglichist L(G)=L(G,).

19.1.2 Umwandlung von linksrekursiven in rechtsrekursive Produktionen

Mit der im vorangegangen Abschnitt vorgestellten Méglichkeit, Zusammenfassungen von Ableitungen
vorzunehmen, kann man bereits viele Produktionen in Greibach Normalform tiberfuhren.
Problematisch wird es allerdings bei linksrekursiven Produktionen, die Nichtterminalsymbole auf sich
selbst und weitere Symbole abbilden, da diese nicht ohne Weiteres in die gewiinschte Form zu bringen
sind.
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Definition (Akzeptierungsarten)
Sei M =(Q,%,I,6,0,,Z,,F) €in PDA. Dann existieren drei Mdglichkeiten der Akzeptierung:

1. Akzeptierung durch akzeptierende Zustdnde und leeren Stack:

T(M)::{xxez‘ A (GxZo)(Fre8) A feF} (17.6)
2. Akzeptierung nur durch akzeptierende Zustande:
N(M )Z:{X XeZ A (qO,X,ZO)Di)( f.e,a) A feFa EF'} (17.7)
3. Akzeptierung nur durch leeren Stack:
L(M)::{x XeZ" A (qo,x,Zo)n;(q,g,g) A qu} (17.8)
Beispiel eines PDA
_az)A
' aA|AA
I T
/ \
{ q .I H:
\ bAle
e ‘
Abbildung 35

Dieser PDA stellt die Sprache L(M)={a"b"|[n>1} =T (M) dar. Dabei bedeutet aZ, | A, dass bei

Lesen des Zeichens a und wenn Z, das oberste Element des Stacks ist, Z, vom Stack entfernt wird und
durch A ersetzt wird.

Wiirde man die Akzeptierung vom Typ 2) annehmen, so gélte N(M )= {a"b"‘\n >1,m< n} , dabei
dieser Variante bereits akzeptiert wird, wenn nur ein akzeptierender Zustand vorliegt.
In diesem Beispiel realisiert der Stack also eine Art Zahler.

17.3 Aquivalenz von PDA und kontextfreier Grammatik
Satz (Aquivalenz Akzeptierungsarten):

Sei Lc X" eine Sprache. Dann sind die folgenden Aussagen gleichwertig:
1. L=T(M,) fireinen PDA M,

2. L:T(MZ) fur einen PDA M,

3. L=T(M,) fir einen PDA M3

Beweis

1)=2):
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herein®) das Startsymbol S gewesen sein, und es muss eine Produktionsregel geben, die das
Startsymbol Sin das leere Wort Ubergehen l&sst.

In diesem Fall handelt es sich um einen e-Ubergang:

U
(A>ceP)a(w=¢) (18.5)
U Chromsky-Normalform
(S—>eeP)a(w=¢)
Daes aso diese Produktionsregel gibt, gilt:

1 *
S=¢ bzw. S—=e (18.6)
Damit ist fur die Produktionslange n=1 und den Fall a) gezeigt, dass jedes Wort, dass unser PDA
akzeptiert, von der kontextfreien Grammatik erzeugt wird.

Fall b) ist noch einfacher. Fall b) kann namlich gar nicht eintreten, da das Symbol auf dem Stack (A)
ein ,, Nichtterminalsymbol“ ist. Demzufolge wird es auf dem Band nie das Zeichen A geben, und Fall
b) tritt nie ein. Damit ist fur die Produktionslange n=1 (fiir Fall &) und Fall b)) gezeigt, dass jedes
Wort, dass unser PDA akzeptiert, von der kontextfreien Grammatik erzeugt wird.

Induktionsannahme:
vm<n ((q,w,A)»gq,g,g] = [A;W) (18.7)
Induktionsschritt (n— n+1):

(aw A (q6.2) (188)

Wir betrachten nun ausdriicklich nur Ableitungen, die eine Lange groRer als zwei haben. Dies
geschieht aber in Ubereinstimmung mit dem Skript zur Vorlesung™. Der Fall, dass das
»Nichtterminal“ A, das auf dem Stack liegt, im ersten Zustandstibergang durch ein Terminal ersetzt
wird, kann nicht eintreten. Kénnte er eintreten, wére der Stack nach dem zweiten Zustandsiibergang
bereits leer — und damit die Verarbeitung des PDA beendet; dasist aber ein Widerspruch zu der
Annahme, dass mindestens drei Zustandsiibergénge erfolgen.

Daher gilt:

(QW, A)>(q,w,BC)1>(q.¢.¢)
U (18.9)
5(a,&,A)>(g,BC)

Dieser Ubergang des Stacksymboles A in die Stacksymbole B und C kann nur definiert worden sein,
wenn die kontextfreie Grammatik die entsprechende Produktion enthalt:

U (18.10)
A—>BCeP
Der Ausdruck (18.9) bedeutet nichts anderes, a's dass das vorhandene ,, Nichtterminal“ auf dem Stack
durch zwei andere , Nichtterminale" ersetzt wird. Je nach Lénge des Eingabewortes geschieht dies

einige Male. Letzten Endes werden aber alle so auf dem Stack abgelegten ,, Nichtterminale* wieder
»abgebaut”, das bedeutet Stiick fur Stuick durch Vergleichen mit dem Eingabewort durch das leere

% Dieses Vorgehen ist an sich beweistechnisch nicht korrekt.
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3)=1):
Sei L=L(M,) fir My=(Q,,%,T, 8,63, Z3,F;) . Dann definieren wir einfach einen Automaten, der
die gesamte Zustandsmenge akzeptiert:

M, =(Q,5.T5,6,,6,25,Q,) (17.15)

Damit gilt offensichtlich L(M,)=T(M, ), dader Automat M; mit der Definition von T nur dann ein

Wort akzeptiert, wenn der Zustand akzeptiert wird und der Stack leer ist. Da M3 aber nur dann
akzeptiert, wenn der Stack leer ist und in M; alle Zusténde akzeptieren, gilt dies bereits.

17.3.1 Aquivalenz PDA und kontextfreie Grammatiken
Satz (Aquivalenz PDA/ kontextfreie Grammatik):
Sei G=(V,%,P,S) eine kontextfreie Grammatik in Chomsky-Normalform. Dann existiert ein PDA
M, sodass L(G)=L(M).
Beweis:
Wir definieren zunéachst einen PDA und zeigen dann, dass das Gesagte gilt. Sei also
M =({q},2V.5,0,S,2) (17.16)

der PDA. Wir betrachten nun die Definition von L(M ) = {x

xeZ",(q, x,S)Q(q,s,g)} . Hierausfolgt
die Definition der Ubergangsfunktion:
5(a,6,A) ={(a.a)A>acP} Aec(V-I)
5(g,a,a) ={(a.¢)} aex

Mit der ersten Regel konnen wir das jeweils oberste (linkeste) Stacksymbol durch Produktionen
ersetzen und damit den Stack ,,aufblghen” (nichtdeterministisch, wie man natiirlich an der
Mengenklammer sieht). Dabel handelt es sich um reine & -Bewegungen, d.h. eswird kein Zeichen der
Eingabe gelesen, sondern es werden lediglich samtliche moglichen Produktionen des obersten
Stacksymbals, das ein Nichtterminal ist, ,durchprobiert.

(17.17)

Die zweite Regel dient dazu, Terminale wieder vom Stack |6schen zu kénnen. Diese Ldschen kann
man sich wie ein ,Matching* vorstellen, d.h. ein Terminal wurde als,,moglich* erkannt und vom
Stack geldscht. Dabei wird der Lesekopf auf das nachste Eingabesymbol weitergeschoben.

Wir vollziehen den Beweis nun in zwei Schritten. Die beiden Schritte zusammen ergeben den
Gesamtbeweis:

1. vn>1: Aéw wex’ = ,W,A};) ,E,
(wes?) (aw.A) (q”)(ﬂ.la)

*

2. vn>1: (q,w,A)nL(q,g,g) = A=w

1. und 2. zusammen ergeben die Aussage, wie wohl offensichtlich ist (1 ist die eine Richtung und 2
die andere).
Beweisvon 1

Wir beweisen per Induktion:
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20 Vorlesung vom 20. Juni 2000

20.1 Odgens Lemma
Satz:

Sel G=(V,%,P,S) eine kontextfreie Grammatik. Dann existiert eine Konstante k >1 (welcheim
Allgemeinen recht groR ist), so dass fir alle Worter zder Sprache mit ze L(G) und |2 >k, in denen
mindestens k Positionen markiert sind, gilt:

Das Wort zkann geschrieben werden, als die Zerlegung z=uwxy mit den folgenden 4 Bedingungen:
1. w enthdlt mindestens eine markierte Position,

2. uund v enthalten beide markierte Positionen, oder aber x und y enthalten beide markierte
Positionen,

3. wwx enthalt hochstens k markiere Positionen
4. Esexistiert ein Nichtterminal A mit:

S:;>uAy:;>uvAxy:;>...:(;>uv‘Ax' y%uviwx‘y vi>0 (20.1)

S A L

- -
m m w X

Abbildung 37

Das Bild zeigt, wie man sich dieses am besten vorstellen kann. Es gilt einen Weg vom Startsymbol S
aus hin zu den markierten Bléattern zu finden. Danun der Weg sehr lang ist, existiert eine Schliefe.
Man betrachtet dann den Teilbaum der letzten Wiederholung. Man sieht nun, dass w zumindest eine
markierte Position enthalten muss.

Beweis des Satzes:
Esgelte:
m=p #V-2)
I =p max.(n\Aea eP,

_ 2m+3
k=g |

a‘ — n) (20.2)

Essei dann ze L(G) mit |7>k und weiterhin mindestens k Positionenin z markiert. Schlieflich

sei T der Ableitungsbaum fir z mit der Lange >2-m+ 3. Ein Knoten n heif3t Verzweigungsknoten,
wenn n mindestens zwei direkte Nachfolger hat. Ein Beispiel wére, wenn der Knoten n zwel
Nachfolger n, und n, hat, welche beide markierte Blétter unter ihren Nachfolgern haben.

Nun l&sst sich ein Weg n,,...,n, durch den Ableitungsbaum T wie folgt konstruieren:

1. nistdieWurzelvon T,
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Mankannnun |, =1, = A nennen. Es ergibt sich dann:
S=uAy (20.4)
A=>VAX (20.5)
Asw (20.6)

Und damit gilt dann:
S:uAyéuvAxyéuv‘ AXy=wwxy Vi>0 (20.7)
Danun |, ein linker Verzweigungsknoten ist, hat u mindestens ein markiertes Blatt. Des weiteren ist

I, einlinker Verzweigungsknoten und damit hat v mindestens ein markiertes Blatt. w enthélt as
markiertes Blatt n,,.

Esgilt auch, dass b der (2m+ 3) -te Verzweigungsknoten vom endeist. Somit hat by héchstens
1>™3 =k viele markierte Blétter. Da |, ein Nachfolger von by ist, hat wx hochstens k markierte
Blétter.

Analog zu dem eben vorgefiihrten Bewels fir linke Verzweigungsknoten, lauft auch der Fall fur
m+ 2 rechte Verzweigungsknoten. Hier enthalten dann xund y jeweils mindestens ein markiertes

Blatt.
Korollar: (Pumping Lemma nach Bar-Hillel, Perles, Shamir)

Sei L eine kontextfreie Sprache. Dann existiert eine Konstante k in der Art, dass, wenn | >k und
zel igt, danngilt:
Esexistiert fiir zeine Zerlegung in z=uwwxy mit u,v,w,x,y X" und:
VX# &
x| < k (20.8)
Vi>0: wwxyel

Zum Beweis dieses Korollars, wahlt man eine beliebige kontextfreie Grammatik G fur L und
markiert alle Positionen in z

20.1.1 Beispiele fur Kontextfreiheit und Nichtkontextfreiheit
Behauptung:

Die Sprache L ={a"b"c"[n>1{ ist nicht kontextfrei.

Beweis:

Angenommen die Sprache L waére kontextfrei. Es sei dann k die Konstante des Pumping Lemmas.
Und esgilt:

z=p, a‘bc* (209)
zel
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Theoretische Informatik 2

S [—anhalten und akzeptieren

k]
S anhalten und nicht akzeptieren
oder nicht anhalten

Abbildung 41 - Rekursiv aufzéhlbare Mengen

Bewels:

L ist rekursiv. Daraus folgt, dass es eine Turing-Maschine M =(Q,%,I',8,q,,B,F) gibt mit

e VxeX':M(x) hat

e L=T(M)

Sei M =(Q,Z,I',6,,0,,B,F) eine neue Turingmaschine, die M simuliere. Wir haben

Q =Qu{q} mitg' Q.

Esgelte nun
vgeQ,ael': Wenn 5(q,a) fur e Q- F nicht definiert :5,(q,a)=¢ (21.25)

f={q}

Die Maschine M, halt immer!

Weiter gilt xeT(M) < xgT(M,)=L=T(M,).

Damitist L auch rekursiv. Die umgekehrte Richtung zeigt man analog.

Satz:

Es gibt eine rekursiv aufzahlbare Menge, deren Komplement nicht rekursiv aufzahlbar ist.

Beweis:

Essai L={x|x eT(M)}. Weiter sai U die moifizierte universelle Turingmaschine®®. Dann gilt:
L=T(U)= L ist rekursiv aufzahlbar

21.26
L={x |% &T(M,)}ist nicht rekursiv aufzahibar! (21.20)

** Modifiziert heiRt hier: die i-te Turingmaschine muss erst wie in Abschnitt 21.2.7 beschrieben
konstruiert werden.

Seite 139/ 142

Theoretische Informatik 2

1. uund v enthatena's.
Dann gilt: vea' und damit gilt v=a' fir i <n. Esgibt dann die folgenden 3 Falle:
xea vxeb vxec
e xea

Dann gilt: x=a/ und somit vx=a'"! mit (i + j)<n. Dann sollte das Wort:

LY i)

W wx y=a (=D preniem 20 iy der Sprache sein, dies kann jedoch nicht sein, da die
Anzahl der @ sgleich der Anzahl der b's.
o xeb

! ! !
L
T _a

Dannist x=b' mit j >0 und somit miisste das Wort: W wx Tb'c"" inder
Sprache sein. Jedoch fiihrt auch dies zu einem Widerspruch, da die Anzahl der a s gleich der
Anzahl der c'sist. Bleibt noch ein Fall zu behandeln.
e xeC
hierist x=c’flur j>0. Dann musste das Wort: uvlﬁwxlﬁy -a" Tbb"*"'c’ in der Sprache
sein. Jedoch ist hier die Anzahl der @ s so grol3 wie die Anzahl der b's, was einen Widerspruch
darstellt.

2. Der Fall, dass xund y beide & s enthalten, funktioniert analog zum 1. Fall. Somit soll es hier
nicht wiederholt werden.

Behauptung:

Die Sprache L = {a‘blck i=jvij= k} ist eine kontextfreie Sprache, die inharent mehrdeutig ist.

Beweis:

Zuerst soll noch mal wiederholt werden, was inhdrent mehrdeutig bedeutet. Dies bedeutet, dass egal

welche Ableitung gewdahlt wird, immer 2 mogliche Wege existieren.

Um dies zu zeigen, genuigt es eine kontextfreie Grammatik aufzustellen, welche mehrdeutig ist. Eine
solche kontextfreie Grammatik ist:

S— AB|DC

A—aAle

B—bBc|e (20.12)
C—>cCle

D — aDb|e

Diese Grammatik ist mehrdeutig, wie man schnell an folgendem Beispiel erkennt:

S= AB= aAB = aaAB = aaB = aabBc = aabbBcc = a’h’c? (20.13)
eine andere Ableitung fir dieses Wort ist:
S= DC = aDbC => aaDbbC = a’h’C = a’b’cC = a’h’c’C = a’b’c’ (20.14)

wir behaupten, dass jede kontextfreie Grammatik fir L mehrdeutig sein muss. Sei G eine beliebige
Grammatik, die L erzeugt. Sel weiterhin k die Konstante des Odgens Lemma. Es sei nun ohne
Einschrénkung k> 3. Sei z=a*b“c*™ . Nun seien dle @'s markiert und ze L. Nach Odgens Lemma
gibt es dann firr zeine Zerlegung z=uwwxy fiir u,v,w,x,y e X" . Dann gilt:

1. w enthdt mindestensein a
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Theoretische Informatik 2

Das Band sieht zu Beginn wie folgt aus (mit Markierung von my, my):

my m;

ccc .. ccc  Kod(x)

Die Vorgehensweiseist nun die folgende:

1. U sucht m2 und merkt sich das dort gefundene Symbol, z. B. A € {B,0,1}

2. U sucht im aktuellen Zustandsblock (Merker: m1) die zugehdrige Anweisung fir A
3. U merkt sich, wodurch A zu ersetzen ist und ob nach rechts oder links gegangen wird
4

U versetzt m1 an den Anfang des Zustandsblocks, der als Nachfolgezustand angegeben wird
(Subroutine)

5. U geht zum2, ndert A und versetzt m2 nach links oder nach rechts
6. Gehenach1

Diese Vorgehensweise kann natiirlich auch formalisiert werden.
Insgesamt folgt aber

U hdlt auf Kod(M,x) < M halt auf x

21.21
U akzeptiert (M, x) < M akzeptiert x ( )

In diesem Ablauf haben wir die akzeptierenden Zusténde von M nicht betrachtet. Man kann sich aber
leicht vorstellen, dass jede Turingmaschine mit mehreren akzeptierenden Zusténden in eine
aquivalente Turingmaschine mit nur einem akzeptierenden Zustand umgewandelt werden kann (indem
man einfach einen neuen Zustand einfiihrt und alle akzeptierenden Zusténde auf diesen verwelst).
Dann kann die universelle Turingmaschine durch eine geeignete Erweiterung der Kodierung von M
leicht feststellen, ob diese in einem akzeptierenden Zustand ist.

21.2.7 Halteproblem fiir Turing-Maschinen

Wir formulieren das Halteproblem:

Gibt es einen Algorithmus (Turing-Maschine), der fir beliebige Paare (M, x), wobei M eine Turing-
Maschine und x ein Wort sei, entscheidet, ob M auf x halt?

Wir kodieren wieder, diesmal jedoch alle Turing-Maschinen in einem endlichen Alphabet und alle
Eingabewertein {0,1}". In beiden K odierungen existiert eine lineare (lexikographische Ordnung).

Wir beweisen zunéchst einen Hilfssatz:

Lemma:

Sei L, :={x|x «T(M,)} dieSprache der Worter mit der Nummer i, die nicht von der i-ten Turing-

Maschine akzeptiert werden. Zu dieser Sprache existiert keine Turingmaschine mit T(M) = L.

Beweis:

Angenommen, es gébe eine solche Turingmaschine M mit L; = T(M). Daraus folgt automatisch
3:M=M;AL=T(M)) (21.22)

(weil M jaselbst eine Turingmaschine ist und sie daher eine Nummer j besitzen muss). Dann aber gilt
xel=xeT(M))=xel, (2123)
xeli=xeT(M)=xel,

Beide Félle sind Widerspriiche, so dass die Annahme falsch gewesen sein muss.

Seite 137/ 142

Theoretische Informatik 2

Nunist i = j hinreichend grof3 zu wéahlen.
Esgilt [V =|x| und [v|=|x|. Damitistalso vea’,xeb’ Av'eb’,x'ec’. Somit erhalt man also
Z'eL mit #,(z')>#,(z')~#,(2')>#.(2') . Diesist jedoch ein Widerspruch, dawir entweder eine

gleiche Anzahl von & s und b’swollten, oder aber eine gleiche Anzahl von b’s und c¢’s. Somit kdnnen
die beiden Ableitungen nicht den selben Ableitungsbaum beschrieben haben.
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Esist
T(M)= W|W€2*A(qow)}i>(a1fa2),fEF} (21.19)
die Menge der von M akzeptierten Eingabewdrter.
Wir vereinbaren, dass M in einem akzeptierenden Zustand f e F stets anhélt.
Beispiel
Wir betrachten eine Turing-Maschine fur die Sprache L = {0”1”| n 21} .
Essind M =(Q,2,I,8,6,,B,F),Q={0y, ..., }, £ ={0,1},T ={0,1,B, X, Y} ,F = {q,} .
Die Ubergangsfunktion & geben wir in folgender Tabelle an:

g0 qXR erste0vonlinksdurch X ersetzen

d0  qOR  zur ersten 1 nach rechts gehen
q.Y g.YR durchY ersetzen
gkl qYL

Y YL nachlinksdieerste O suchen
X gXR falskeine mehr da: in g; gehen

g0  q.0L
a0 gL nach links das erste X suchen
waX  goXR

0¥  GgsYR  keine Nullen mehr da=
0B 0sYR  prifen, ob auch keine Einsen mehr da sind.

Fallsja in akzeptierenden Zustand gehen!

21.2.5 Universelle Turingmaschine

Wir wollen nun eine Turing-Maschine bauen, die andere Turingmaschinen simulieren kann — und
zwar auf jedes Eingabewort hin. Wir wollen also eine Turing-Maschine U mit folgender Eigenschaft:

e M sei eine beliebige Turingmaschine
e X sa ein beliebiges Eingabewort
e Dannfihrt U bei Eingabe von (M ,x) die Simulation von M auf x durch.

Jetzt ist aber die Frage, wie die Eingabe (M,x) aussehen soll. Hierfir miissen wir eine Kodierung auf
dem Band vornehmen.

Wir stellen zunéchst folgendes fest:
Zu jedem Alphabet I' - { B} gibt eseine Kodierungin {0,1}", so dass gilt
Kod (M) akzeptiert Kod (x) <> M akzeptiert x (21.19)

Wir nehmen also im weiteren an, dass alle Turing-Maschinen auf einem Alphabet {0,1,B} mit
¥ ={0,1} arbeiten. Wir wollen nun die zu simulierende Turing-Maschine selbst kodieren. Wir wahlen
hierfiir das Alphabet

{c.0LL,R} (21.20)
Dabei ist
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Essel

m:=max{n|(q'«)es(g,a A)

=n| (21.3)
Also ist m die maximale Lénge von Symbolen, die auf den Keller gestellt werden. Es sei weiter

2 =ExQxI" (21.49)
mit 0" = " T
Wir definieren nun den deterministischen PDA M* wie folgt:

=(QX\I.5".6,Z,,F) (215)

mit

d'(afad.a],A)={(d.@)l(d.a)5(q.a A)} (21.6)
Wir missen durch Induktion den Determinismus zeigen:

(do[a-- 8.2 ])=> (0, 2, B )

B (f.e7)
= (217)
(o [aa.][a.a, 0. [a f1.2)(q.[ &, [a, )
P (f.7)

a2 P

44/p

Abbildung 39 - Beispiel zum Beweis

In Abbildung 39 sieht man das Prinzip des Beweises. Oben sieht man einen nichtdeterministischen
Kellerautomaten (da bei der gleichen Eingabe in zwei verschiedene Zusténde p, r gewechselt werden
kann).
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