Theoretische Informatik 2

20 Vorlesung vom 20. Juni 2000

20.1 Odgens Lemma
Satz:

Sel G=(V,%,P,S) eine kontextfreie Grammatik. Dann existiert eine Konstante k >1 (welcheim
Allgemeinen recht groR ist), so dass fir alle Worter zder Sprache mit ze L(G) und |2 >k, in denen
mindestens k Positionen markiert sind, gilt:

Das Wort zkann geschrieben werden, als die Zerlegung z=uwxy mit den folgenden 4 Bedingungen:
1. w enthdlt mindestens eine markierte Position,

2. uund v enthalten beide markierte Positionen, oder aber x und y enthalten beide markierte
Positionen,

3. wwx enthalt hochstens k markiere Positionen
4. Esexistiert ein Nichtterminal A mit:

S:;>uAy:;>uvAxy:;>...:(;>uv‘Ax' y%uviwx‘y vi>0 (20.1)

S A L

- -
m m w X

Abbildung 37

Das Bild zeigt, wie man sich dieses am besten vorstellen kann. Es gilt einen Weg vom Startsymbol S
aus hin zu den markierten Bléattern zu finden. Danun der Weg sehr lang ist, existiert eine Schliefe.
Man betrachtet dann den Teilbaum der letzten Wiederholung. Man sieht nun, dass w zumindest eine
markierte Position enthalten muss.

Beweis des Satzes:
Esgelte:
m=p #V-2)
I =p max.(n\Aea eP,

_ 2m+3
k=g |

a‘ — n) (20.2)

Essei dann ze L(G) mit |7>k und weiterhin mindestens k Positionenin z markiert. Schlieflich

sei T der Ableitungsbaum fir z mit der Lange >2-m+ 3. Ein Knoten n heif3t Verzweigungsknoten,
wenn n mindestens zwei direkte Nachfolger hat. Ein Beispiel wére, wenn der Knoten n zwel
Nachfolger n, und n, hat, welche beide markierte Blétter unter ihren Nachfolgern haben.

Nun l&sst sich ein Weg n,,...,n, durch den Ableitungsbaum T wie folgt konstruieren:

1. nistdieWurzelvon T,
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Mankannnun |, =1, = A nennen. Es ergibt sich dann:
S=uAy (20.4)
A=>VAX (20.5)
Asw (20.6)

Und damit gilt dann:
S:uAyéuvAxyéuv‘ AXy=wwxy Vi>0 (20.7)
Danun |, ein linker Verzweigungsknoten ist, hat u mindestens ein markiertes Blatt. Des weiteren ist

I, einlinker Verzweigungsknoten und damit hat v mindestens ein markiertes Blatt. w enthélt as
markiertes Blatt n,,.

Esgilt auch, dass b der (2m+ 3) -te Verzweigungsknoten vom endeist. Somit hat by héchstens
1>™3 =k viele markierte Blétter. Da |, ein Nachfolger von by ist, hat wx hochstens k markierte
Blétter.

Analog zu dem eben vorgefiihrten Bewels fir linke Verzweigungsknoten, lauft auch der Fall fur
m+ 2 rechte Verzweigungsknoten. Hier enthalten dann xund y jeweils mindestens ein markiertes

Blatt.
Korollar: (Pumping Lemma nach Bar-Hillel, Perles, Shamir)

Sei L eine kontextfreie Sprache. Dann existiert eine Konstante k in der Art, dass, wenn | >k und
zel igt, danngilt:
Esexistiert fiir zeine Zerlegung in z=uwwxy mit u,v,w,x,y X" und:
VX# &
x| < k (20.8)
Vi>0: wwxyel

Zum Beweis dieses Korollars, wahlt man eine beliebige kontextfreie Grammatik G fur L und
markiert alle Positionen in z

20.1.1 Beispiele fur Kontextfreiheit und Nichtkontextfreiheit
Behauptung:

Die Sprache L ={a"b"c"[n>1{ ist nicht kontextfrei.

Beweis:

Angenommen die Sprache L waére kontextfrei. Es sei dann k die Konstante des Pumping Lemmas.
Und esgilt:

z=p, a‘bc* (209)
zel
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S [—anhalten und akzeptieren

k]
S anhalten und nicht akzeptieren
oder nicht anhalten

Abbildung 41 - Rekursiv aufzéhlbare Mengen

Bewels:

L ist rekursiv. Daraus folgt, dass es eine Turing-Maschine M =(Q,%,I',8,q,,B,F) gibt mit

e VxeX':M(x) hat

e L=T(M)

Sei M =(Q,Z,I',6,,0,,B,F) eine neue Turingmaschine, die M simuliere. Wir haben

Q =Qu{q} mitg' Q.

Esgelte nun
vgeQ,ael': Wenn 5(q,a) fur e Q- F nicht definiert :5,(q,a)=¢ (21.25)

f={q}

Die Maschine M, halt immer!

Weiter gilt xeT(M) < xgT(M,)=L=T(M,).

Damitist L auch rekursiv. Die umgekehrte Richtung zeigt man analog.

Satz:

Es gibt eine rekursiv aufzahlbare Menge, deren Komplement nicht rekursiv aufzahlbar ist.

Beweis:

Essai L={x|x eT(M)}. Weiter sai U die moifizierte universelle Turingmaschine®®. Dann gilt:
L=T(U)= L ist rekursiv aufzahlbar

21.26
L={x |% &T(M,)}ist nicht rekursiv aufzahibar! (21.20)

** Modifiziert heiRt hier: die i-te Turingmaschine muss erst wie in Abschnitt 21.2.7 beschrieben
konstruiert werden.
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1. uund v enthatena's.
Dann gilt: vea' und damit gilt v=a' fir i <n. Esgibt dann die folgenden 3 Falle:
xea vxeb vxec
e xea

Dann gilt: x=a/ und somit vx=a'"! mit (i + j)<n. Dann sollte das Wort:

LY i)

W wx y=a (=D preniem 20 iy der Sprache sein, dies kann jedoch nicht sein, da die
Anzahl der @ sgleich der Anzahl der b's.
o xeb

! ! !
L
T _a

Dannist x=b' mit j >0 und somit miisste das Wort: W wx Tb'c"" inder
Sprache sein. Jedoch fiihrt auch dies zu einem Widerspruch, da die Anzahl der a s gleich der
Anzahl der c'sist. Bleibt noch ein Fall zu behandeln.
e xeC
hierist x=c’flur j>0. Dann musste das Wort: uvlﬁwxlﬁy -a" Tbb"*"'c’ in der Sprache
sein. Jedoch ist hier die Anzahl der @ s so grol3 wie die Anzahl der b's, was einen Widerspruch
darstellt.

2. Der Fall, dass xund y beide & s enthalten, funktioniert analog zum 1. Fall. Somit soll es hier
nicht wiederholt werden.

Behauptung:

Die Sprache L = {a‘blck i=jvij= k} ist eine kontextfreie Sprache, die inharent mehrdeutig ist.

Beweis:

Zuerst soll noch mal wiederholt werden, was inhdrent mehrdeutig bedeutet. Dies bedeutet, dass egal

welche Ableitung gewdahlt wird, immer 2 mogliche Wege existieren.

Um dies zu zeigen, genuigt es eine kontextfreie Grammatik aufzustellen, welche mehrdeutig ist. Eine
solche kontextfreie Grammatik ist:

S— AB|DC

A—aAle

B—bBc|e (20.12)
C—>cCle

D — aDb|e

Diese Grammatik ist mehrdeutig, wie man schnell an folgendem Beispiel erkennt:

S= AB= aAB = aaAB = aaB = aabBc = aabbBcc = a’h’c? (20.13)
eine andere Ableitung fir dieses Wort ist:
S= DC = aDbC => aaDbbC = a’h’C = a’b’cC = a’h’c’C = a’b’c’ (20.14)

wir behaupten, dass jede kontextfreie Grammatik fir L mehrdeutig sein muss. Sei G eine beliebige
Grammatik, die L erzeugt. Sel weiterhin k die Konstante des Odgens Lemma. Es sei nun ohne
Einschrénkung k> 3. Sei z=a*b“c*™ . Nun seien dle @'s markiert und ze L. Nach Odgens Lemma
gibt es dann firr zeine Zerlegung z=uwwxy fiir u,v,w,x,y e X" . Dann gilt:

1. w enthdt mindestensein a
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Das Band sieht zu Beginn wie folgt aus (mit Markierung von my, my):

my m;

ccc .. ccc  Kod(x)

Die Vorgehensweiseist nun die folgende:

1. U sucht m2 und merkt sich das dort gefundene Symbol, z. B. A € {B,0,1}

2. U sucht im aktuellen Zustandsblock (Merker: m1) die zugehdrige Anweisung fir A
3. U merkt sich, wodurch A zu ersetzen ist und ob nach rechts oder links gegangen wird
4

U versetzt m1 an den Anfang des Zustandsblocks, der als Nachfolgezustand angegeben wird
(Subroutine)

5. U geht zum2, ndert A und versetzt m2 nach links oder nach rechts
6. Gehenach1

Diese Vorgehensweise kann natiirlich auch formalisiert werden.
Insgesamt folgt aber

U hdlt auf Kod(M,x) < M halt auf x

21.21
U akzeptiert (M, x) < M akzeptiert x ( )

In diesem Ablauf haben wir die akzeptierenden Zusténde von M nicht betrachtet. Man kann sich aber
leicht vorstellen, dass jede Turingmaschine mit mehreren akzeptierenden Zusténden in eine
aquivalente Turingmaschine mit nur einem akzeptierenden Zustand umgewandelt werden kann (indem
man einfach einen neuen Zustand einfiihrt und alle akzeptierenden Zusténde auf diesen verwelst).
Dann kann die universelle Turingmaschine durch eine geeignete Erweiterung der Kodierung von M
leicht feststellen, ob diese in einem akzeptierenden Zustand ist.

21.2.7 Halteproblem fiir Turing-Maschinen

Wir formulieren das Halteproblem:

Gibt es einen Algorithmus (Turing-Maschine), der fir beliebige Paare (M, x), wobei M eine Turing-
Maschine und x ein Wort sei, entscheidet, ob M auf x halt?

Wir kodieren wieder, diesmal jedoch alle Turing-Maschinen in einem endlichen Alphabet und alle
Eingabewertein {0,1}". In beiden K odierungen existiert eine lineare (lexikographische Ordnung).

Wir beweisen zunéchst einen Hilfssatz:

Lemma:

Sei L, :={x|x «T(M,)} dieSprache der Worter mit der Nummer i, die nicht von der i-ten Turing-

Maschine akzeptiert werden. Zu dieser Sprache existiert keine Turingmaschine mit T(M) = L.

Beweis:

Angenommen, es gébe eine solche Turingmaschine M mit L; = T(M). Daraus folgt automatisch
3:M=M;AL=T(M)) (21.22)

(weil M jaselbst eine Turingmaschine ist und sie daher eine Nummer j besitzen muss). Dann aber gilt
xel=xeT(M))=xel, (2123)
xeli=xeT(M)=xel,

Beide Félle sind Widerspriiche, so dass die Annahme falsch gewesen sein muss.
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Nunist i = j hinreichend grof3 zu wéahlen.
Esgilt [V =|x| und [v|=|x|. Damitistalso vea’,xeb’ Av'eb’,x'ec’. Somit erhalt man also
Z'eL mit #,(z')>#,(z')~#,(2')>#.(2') . Diesist jedoch ein Widerspruch, dawir entweder eine

gleiche Anzahl von & s und b’swollten, oder aber eine gleiche Anzahl von b’s und c¢’s. Somit kdnnen
die beiden Ableitungen nicht den selben Ableitungsbaum beschrieben haben.
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Esist
T(M)= W|W€2*A(qow)}i>(a1fa2),fEF} (21.19)
die Menge der von M akzeptierten Eingabewdrter.
Wir vereinbaren, dass M in einem akzeptierenden Zustand f e F stets anhélt.
Beispiel
Wir betrachten eine Turing-Maschine fur die Sprache L = {0”1”| n 21} .
Essind M =(Q,2,I,8,6,,B,F),Q={0y, ..., }, £ ={0,1},T ={0,1,B, X, Y} ,F = {q,} .
Die Ubergangsfunktion & geben wir in folgender Tabelle an:

g0 qXR erste0vonlinksdurch X ersetzen

d0  qOR  zur ersten 1 nach rechts gehen
q.Y g.YR durchY ersetzen
gkl qYL

Y YL nachlinksdieerste O suchen
X gXR falskeine mehr da: in g; gehen

g0  q.0L
a0 gL nach links das erste X suchen
waX  goXR

0¥  GgsYR  keine Nullen mehr da=
0B 0sYR  prifen, ob auch keine Einsen mehr da sind.

Fallsja in akzeptierenden Zustand gehen!

21.2.5 Universelle Turingmaschine

Wir wollen nun eine Turing-Maschine bauen, die andere Turingmaschinen simulieren kann — und
zwar auf jedes Eingabewort hin. Wir wollen also eine Turing-Maschine U mit folgender Eigenschaft:

e M sei eine beliebige Turingmaschine
e X sa ein beliebiges Eingabewort
e Dannfihrt U bei Eingabe von (M ,x) die Simulation von M auf x durch.

Jetzt ist aber die Frage, wie die Eingabe (M,x) aussehen soll. Hierfir miissen wir eine Kodierung auf
dem Band vornehmen.

Wir stellen zunéchst folgendes fest:
Zu jedem Alphabet I' - { B} gibt eseine Kodierungin {0,1}", so dass gilt
Kod (M) akzeptiert Kod (x) <> M akzeptiert x (21.19)

Wir nehmen also im weiteren an, dass alle Turing-Maschinen auf einem Alphabet {0,1,B} mit
¥ ={0,1} arbeiten. Wir wollen nun die zu simulierende Turing-Maschine selbst kodieren. Wir wahlen
hierfiir das Alphabet

{c.0LL,R} (21.20)
Dabei ist
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Essel

m:=max{n|(q'«)es(g,a A)

=n| (21.3)
Also ist m die maximale Lénge von Symbolen, die auf den Keller gestellt werden. Es sei weiter

2 =ExQxI" (21.49)
mit 0" = " T
Wir definieren nun den deterministischen PDA M* wie folgt:

=(QX\I.5".6,Z,,F) (215)

mit

d'(afad.a],A)={(d.@)l(d.a)5(q.a A)} (21.6)
Wir missen durch Induktion den Determinismus zeigen:

(do[a-- 8.2 ])=> (0, 2, B )

B (f.e7)
= (217)
(o [aa.][a.a, 0. [a f1.2)(q.[ &, [a, )
P (f.7)

a2 P

44/p

Abbildung 39 - Beispiel zum Beweis

In Abbildung 39 sieht man das Prinzip des Beweises. Oben sieht man einen nichtdeterministischen
Kellerautomaten (da bei der gleichen Eingabe in zwei verschiedene Zusténde p, r gewechselt werden
kann).
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