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Theoretische Informatik 2

angenommen A5 W, Yw

dann gilt nach Schritt 1: A= aBf = ayf=w
aufgrund von Schritt 2 {B,y} ¢ (H, V)

Daaber A erreichbar ist, ist auch B und ale Nichtterminalsymbolein y erreichbar.

Die Antwort darauf ist also Nein, jedoch ergibt sich ein Problem wenn man Schritt 2 vor Schritt 1
ausfuhrt. Dieswird durch das folgende Beispiel deutlich:

Beispiel:

S— AD
S—>D
A— BC
B—bB
C—>cC
C-oc
D—d
Fof

P: S»D
C—->cC
C-oc
D—d
Fof

P: S»D
D—d

Fur nebenstehende Grammatik ergibt sich durch den ersten Schritt zunéachst:
V,={C,D,F}

Hier wurden also die Nichtterminal symbole genommen, die direkt in
Terminalsymbolen enden.

V, ={C,D,F}u{S}={S,C,D,F}

Nun wurde das Startsymbol aufgrund der Produktion S— D (bernommen.
V,={S,C,D,F}=V, =V,

Die weitere Betrachtung zeigt, dass keine weiteren Nichtterminal symbole
Ubernommen werden miissen also folgt:

V={S,.C,D,F,bc.d,f}

Mit P wie nebenstehend definiert, kann man die Grammatik G = (\7,2, P, S)
aufstellen.

Fir den zweiten Schritt ergibt sich dann:
Ho= {S}
H, ={S}v{D}
H,={S,D}=H,=H,
Dabei wurde jeweils nach der Erreichbarkeit der Symbole gesehen. Zuerst wird das

Startsymbol eingeschlossen, das einzige von dort aus zu erreichende Symbol ist dann
D gewesen.

Was passiert nun, wenn man diese Rethenfolge vertauscht?
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Theoretische Informatik 2

Als neue Produktionen gelten also die ,alten* Produktionsregeln, ohne zyklische Produktionen, jedoch
erweitert um die Produktionen, die durch den Zyklus erreicht werden konnten.

Py [P-{A>BlA>BeP]]U{A>alaev-3ABeV,) (15.13)

Offensichtlichistnun L=L(G")=L(G) firG={V'%,P,S}.

Beispiel:
S— AB v -z P: S—>AB
A—>C VE(N):® D— DD
B—D C-oc
v,W={c}
C—oc Az) ™ D—d
D> DD V.2 ={c) =V, Eof
D—d v," ={D} A->c
E—)IfE VB(2)={D,E}:VB(N) B—d
- B— DD
V.0 _ gy oy )
Y =(E} =V, e
Do f

15.1.4 Zusammenfassung
Eine kontextfreie Grammatik G =(V,Z,P,S) heifit reduziert, genau dann wenn:

1. P hat keine Produktionen vom Typ A— B mit A\ BeV —X . Esgibt also keine zyklischen
Produktionen.

2. Esgibt keine ¢ -Produktionen. Das Startsymbol kann nur dann gleich ¢ sein, wenn esin der
Spracheist.

e S taucht auf keiner rechten Seite auf,
e AlleSymbole Ae(V —%)—{S} konnen keine Produktionen A— & haben.
e SocePoeel(G)

3. Jedes Nichtterminalsymbol ist brauchbar. G hat keine Uberflissigen Symbole und Produktionen
d.h.:

o VAcV-ZiweX :A=w

o VAda:a,feV’ :S:;aAﬂ
Satz:
Sei L kontextfrei. Dann existiert eine reduzierte kontextfreie Grammatik G =(V,Z,P,S) mit
L=L(G).
Beweis:
Sei L kontextfrei. Dann existiert eine kontextfreie Grammatik G'mit L=L(G"):

a) Man modifiziere G', um Eigenschaft 2) zu erhalten, und erhélt G,,
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20 Vorlesung vom 20. Juni 2000

20.1 Odgens Lemma
Satz:

Sel G=(V,%,P,S) eine kontextfreie Grammatik. Dann existiert eine Konstante k >1 (welcheim
Allgemeinen recht groR ist), so dass fir alle Worter zder Sprache mit ze L(G) und |2 >k, in denen
mindestens k Positionen markiert sind, gilt:

Das Wort zkann geschrieben werden, als die Zerlegung z=uwxy mit den folgenden 4 Bedingungen:
1. w enthdlt mindestens eine markierte Position,

2. uund v enthalten beide markierte Positionen, oder aber x und y enthalten beide markierte
Positionen,

wx enthdlt héchstens k markiere Positionen
Esexistiert ein Nichtterminal A mit:

S:;>uAy:;>uvAxy:;>...:(;>uv‘Ax' y%uviwx‘y vi>0 (20.1)

S A L

- -
m m w X

Abbildung 37

Das Bild zeigt, wie man sich dieses am besten vorstellen kann. Es gilt einen Weg vom Startsymbol S
aus hin zu den markierten Bléattern zu finden. Danun der Weg sehr lang it, existiert eine Schliefe.
Man betrachtet dann den Teilbaum der letzten Wiederholung. Man sieht nun, dass w zumindest eine
markierte Position enthalten muss.

Beweis des Satzes:
Esgelte:
m=p #V-3)
I =p max.(n\Aea eP,

_ 2m+3
k=g |

a‘ — n) (20.2)

Essei dann ze L(G) mit |7>k und weiterhin mindestens k Positionenin z markiert. Schlieflich

sei T der Ableitungsbaum fur z mit der Lange > 2-m+ 3. Ein Knoten n heif3t Verzweigungsknoten,
wenn n mindestens zwei direkte Nachfolger hat. Ein Beispiel wére, wenn der Knoten n zwel
Nachfolger n, und n, hat, welche beide markierte Blétter unter ihren Nachfolgern haben.

Nun l&sst sich ein Weg n,,...,n, durch den Ableitungsbaum T wie folgt konstruieren:

1. nistdieWurzelvon T,
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16 Vorlesung vom 6. Juni 2000

16.1 Chomsky-Normalform
Satz (Chomsky-Normalform):

Sel G= (V,Z, P, S) eine reduzierte kontextfreie Grammatik. Dann existiert eine reduzierte
kontextfreie Grammatik G'=(V',%,P',S) mit

1. L(G) = L(G') (16.1)
2. P enthét nur Produktionen vom Typ

A—BC mit  AB,CeV-I

A—>a mit AeV -3,aeX (16.2)

S—»e o ¢cel(G)

Diese reduzierte Form, die nur noch einen binaren Ableitungsbaum erlaubt, heif¥ auch ,, Chomsky-
Normalform".

Beweis
Sei G=(V,,P,S) reduziert. Man konstruiert G* in mehreren Schritten. Ziel ist es, alle Produktionen,

die auf der rechten Seite mehr als zwei Nichtterminale oder mehr als ein Terminal bzw. das leere Wort
stehen haben, umzubauen. Hierzu bauen wir neue Produktionsregeln aus den aten (P) auf:

R={A->alA>acP} (16.3)

diese Menge nimmt also ale digjenigen Regeln aus P auf, die gemaf? unserer Bedingung 2) ohnehin in
P* enthalten sein diirften. Wir definieren nun einen Homomorphismus h(), einerseits die Terminale auf
neue Nichtterminale (in eckigen Klammern geschrieben) abbildet und andererseits die Nichtterminale

ohne Anderung tbertrégt:
h(a)=[a VaeX
(@)=[a]  vac 60
h(A)=A  VAeV-I

Damit bauen wir eine neue Produktionsmenge auf, die alle Produktionen aufnimmt, die in P auf der
rechten Seite mehr als zwei symbole (Terminale bzw. Nichtterminale) enthielten. Damit haben wir
samtliche Regeln aus P abgehandelt.

P i={A->h(a)|A>aAla]> 2} (16.5)

Wir miissen jetzt P; und P, noch zusammenfassen und die neuen Nichtterminale in eckigen Klammern
zuriick auf die urspriinglichen Terminale abbilden:

R =RUPRU{[a] »alaex} (16.6)
Wir erhalten nun also offensichtlich G, =(V;,Z,R,,S) mit L(G)=L(G,). Dabei gilt:

V, =V u{[a]lvaez}. (16.7)
Nun haben wir in P, noch Regeln enthalten, die mehrere Nichtterminale auf der rechten Seite stehen

haben. Diese reduzieren wir nun durch Aufbl&hen unserer Produktionsregel menge, indem wir jede
Regel in mehrere aufsplitten. Dies wird durch das spétere Beispiel noch deutlicher.
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Fir A, erhalten wir dann

A—>AA
A, > DAABA |aB,A |DAAA |aA |b

(19.22)
A >bAAB; |aB; |bAA |a
B, > AAAB |AAA
und entsprechend fur A;
A - bAABAA|aBAA [DAAAA [aAA |bA
A, > DAABA |aBA [DAAA [aA |b (1923

A —>bAAB; |aB, [bAA |a

B, > AAAB, |AAA
Damit sind alle Aj-Produktionen in Greibach Normalform. Fehlen noch die B;-Produktionen.
3. Schritt

In das Nichtterminalsymbol der rechten Seite der beiden Bs-Produktionen werden alle finf A;-
Produktionen eingesetzt, so dass 10 neue Produktionen entstehen.

A - bAABAA|aBAA IDAAAA|aAA |bA

A —>bAABA |aB,A |bAAA |aA |b

A >bAAB; |aB; [bAA |a

B, - bAABAAAAB; |aBAAAAB; |bAAAAAAB, (19.24)

B, - aAAAAB; [bAAAB,

B, > bAABAAAA |aBAAAA [DAAAAAA

B, > aAAAA, [bAAA,
Somit erfilllen alle Produktionen die Bedingung der Greibach Normalform, dass die rechte Seite
immer aus einem Termina symbol gefolgt von keinem oder beliebig vielen Nichtterminalsymbolen
besteht. Zu bemerken ist, dass aus den 5 Produktionen der Grammatik in Chomsky Normalform

immerhin 24 Produktionen sowie ein weiteres Nichtterminal symbol in Greibach Normalform
geworden sind.

19.1.5 Beispiel 2
Gegeben sei eine Grammatik G =({A,S},{a,b},P,S) mit den zugehdrigen Produktionen

S— AAla

19.25
A— SS|b ( )

1. Schritt

Das Umwandlungsverfahren in Greibach Normalform beruht auf Ausgangsgrammatiken in Chomsky
Normalform. Die hier gegebene Grammatik liegt in CNF vor, wir kénnen daher direkt beginnen.

Zunéchst werden die Nichtterminalsymbole durchnummeriert. Sagen wir, S sei das erste und A das
zweite Nichtterminalsymbol, also A; = Sund A, = A, wobei wir aufgrund der Einfachheit auf diese
Umbenennung verzichten kdnnen und die Reihenfolge im Hintergrund behalten. Dann ist die

Zuordnung S — AA in Ordnung, A — SS muss jedoch umgewandelt werden, damit A — Ay mit

i <j fur ale Produktionen gilt.
Dadurch erhé@lt man
S—> AAla

19.26
A— AAS|aS|b (1926
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Theoretische Informatik 2

P | schitt 1 Schritt 2

A=ab A [a][b] A—[a][b]
[a]—a [a]—>a
[b]>b [b]>b
[c]>c [c]>c

Damit haben wir eine Grammatik in Chomsky-Normalform mit den in Schritt 2 bezeichneten
Produktionen und den Nichtterminalen:

v ={s.Afal.[b].[c].(Alb]e]).([e]le]).(Ale]ibl). ([ellb)}
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zu Uberfihren. Dazu durchlaufen wir alle A;-Produktionen mit A — Ay undi = 1..mund ersetzen

jeweils - wiein der Vorbemerkung gezeigt - die A; mit allen Aj-Produktionen. Fiir den Fall, dass eine
linksrekursive Produktion A — Ay auftritt, werden wie im vorherigen Abschnitt beschrieben, ein
neues Nichtterminalsymbol und neue Produktionen eingefiihrt und die linksrekursivein eine
rechtsrekursive Produktion umgewandelt.

Am Ende dieses ersten Schrittes haben wir Produktionen erhalten, fur diemit A — Ay i <j gilt. Die

Produktionen fiir Ay, sind dann in Greibach Normalform A, — aB,B, ... B, . Algorithmisch betrachtet
sieht die Sortierung nach i < j so aus

for i := 1 to m do
for j :=1 toi - 1 do
foreach A; -> Aja € P; do
Flige hinzu A; -> B.a|B.a|...|Psa fir alle
Produktionen A; -> Bia|B.af...|Bsa ;
Entferne A; -> Aja ;
next
next j

if A; -> Ao € P; then
Flige Nichtterminalsymbol B; hinzu ;

Flige hinzu A; -> B:B;|B.Bi|...|BsB:; fur alle
Produktionen A; -> PB;|B:|...|Ps mit A; nicht erstem Zeichen von ®; ;
Fuge hinzu B; -> 0t1|0L2\ R |Otr ;
Flige hinzu B; -> ayBi|0,Bi|...|0B; ;
Entferne A; -> A;a ;
endif
next i

Im zweiten Schritt kénnen wir die so geordneten Produktionen in Greibach Normalform tberfihren,
indem wir sukzessive alle A;-Produktionen beginnend bei A, (das ja bereits ein Terminasymbol als
erstes Zeichen auf der rechten Seite und dann wegen der urspriinglichen Chomsky Normalform von
G1 folgende Nichtterminalsymbole hat, also in Greibach Normalformiist) in die rechte Seite der A, ;-
Produktion einsetzen. Da A — Ay i <j fir ale Produktionen gilt, sind so im Anschluss an diesen

Schritt ale Produktionen in Greibach Normalform. Algorithmisch kann das folgendermaf3en
beschrieben werden

for 1 := m - 1 downto 1 do
foreach A; -> Ajo € P, mit i < j do
Flige hinzu A; -> B.a|B.a|...|Bsa fir alle
Produktionen A; -> Ba|Bral...|Bsa ;
Entferne A; -> Aja ;
next
next I

Im Anschluss daran befinden sich alle A;-Produktionen in Greibach Normalform. Bleiben nur noch die
mdglicherwei se hinzugekommenen B;-Produktionen, deren rechte Seite im dritten und letzten Schritt
analog umgeformt werden.

Dadie urspriingliche Grammatik G; in Chomsky Normalform ist, besteht die rechte Seite jeder
Produktion entweder aus einem Terminalsymbol oder aus zwei Nichtterminalsymbolen. Durch diein
den beiden ersten Schritten vorgenommen Umformungen sind deswegen keine Terminalsymbole
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Theoretische Informatik 2

5. Z, el istdasAnfangskellersymbol (also das Symbol, mit dem der Keller initialisiert wird)
6. F cQ ist die Menge der akzeptierenden Zusténde

7. 5:Qx(zuUfel)xI > {A\Ag QxI" A Aendlich}

In Punkt 7 ist die Bedingung ,, A endlich” eingefligt, da Q=TI unendlich sein kénnte (wegen der
Kleeneschen Hiille).

Wir kénnen zwei Feststellungen machen:

1. EinPDA istin der Regel nicht deterministisch. Dies ergibt sich aus der Tatsache, dal3 5 eine
Funktion ist, die auf eine Menge abbildet.

2. Die Stillstandsbewegung des , Lesekopfs" ergibt sich aus der Funktionsverwendung 5(a,¢, A) .

Dies bedeutet, dass das Eingabesymbol nicht gelesen wird und nur eine Zustandsveranderung
und/oder Stackveranderung vorgenommen wird.

Definition (Konfiguration)

Sei M =(Q,2.T,5,00,Z,,F) ein PDA. Dannist ce Qx X’ xI"" eine Konfiguration von M. Die
Bedeutung einer solchen Konfiguration c= (q,ax, Az) ist:

e g augenblicklicher Zustand

e ax noch verbleibende Eingabe mit a als néchstem Symbol, ae X, xe X"

o Ax Kellerinhalt, mit A als oberstem Symbol, AeT,a eI

Anmerkung: Eine Konfiguration kann man also a's den Gesamtzustand eines PDAs ansehen. Sie
beschreibt zu jedem Zeitpunkt genau den Zustand eines PDASs.

Definition
Sei M =(Q,Z,I,6,0,,Z,,F) €in PDA. Dann definieren wir die folgenden Operationen:

(q,ax,Aa);(q’,x,ua) < (qu)es(aaA) (17.1)

(q.ax Aa)> (g, ax,uar) o (qu)es(qean) (172)
Seien cund ¢ zwei beliebige Konfigurationen. Dann gilt:

cs e [n>1

) (17.3)

1
3¢ =c¢,c,G,...,C,4,C,=C": ¢HC,,V0<i<n-1

i+1

Fir ale Konfigurationen c gilt:

0

cHC (17.9)

* n
c—c < In=0: coc (17.5)

Diese Definition bezieht sich also auf die Ubergénge innerhalb des Automaten, die durch die
Funktion ¢ realisiert werden und gibt uns eine einfachere Notation.

Die folgende Definition zeigt uns, dass wir drei M églichkeiten haben, wie wir die Akzeptierung eines
Wortes definieren. Esist daher immer wichtig, zu wissen, von welcher Akzeptierungsart gesprochen
wird.
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Solche Produktionen der Gestalt
A>Ax  AeV,ae(Vuz) (19.7)

heif3en linksrekursiv. Um sie kompatibel fur die Greibach Normalform zu machen, kann man
aquivalente rechtsrekursive Produktionen einfihren. Gegeben sei eine Menge von A-Produktionen

A Axy | Ay |...| Aa, o e(VUTY
Aﬂﬂ1|ﬁ2|“-|ﬁs ﬂjG((V—A)L)Z){VUZ)a

wobei die oberen Produktionen linksrekursiv und die unteren nicht linkrekursiv sind. Damit kénnen
die Worter abgeleitet werden, die durch den reguléren Ausdruck

AV AICAARAES) (19.9)

1md nma

(19.8)

beschrieben werden. Dabei handelt es sich um Worter, die aus einem f; an erster Stelle und beliebig
vielen folgenden o; bestehen. Diese Worter lassen sich genauso durch Hinzufiigen eines neuen
Nichtterminalsymbols B mit Produktionen der folgenden Form erzeugen

A= BB B

A— pB|B,BI...| 5B

Boa|a,l...la

B—aBl|a,B|...|¢,B

(19.10)

Damit liegen dann keine linksrekursiven, sondern rechtsrekursive Abbildungen vor, die die gleichen
Worter generieren und die zugehdrigen Grammatiken somit die gleiche Sprache beschreiben.

Formaler gesprochen, gibt es zu einer kontextfreien Grammatik G = (V,Z, P, S) mit linksrekursiven

Produktionen eine entsprechende Grammatik G, =((V U B, ),Z,R,, S) mit rechtsrekursiven

Produktionen. Dabei sind alle Produktionen identisch, auer den linksrekursiven, die durch
rechtsrekursive ersetzt werden.

G habe nun Produktionen der Form

As Ay | A, ... | Ax, o e(V U

R (19.11)
e AV ARV B e((V-Auz)(VuI)
und G, entsprechend zusétzliche
A— BB|S,BI...| 5B
Boa|a,l...la (19.12)

B—a,B|a,B|...|],B
wobei die A— Ax, | Az, |....| Az, in Gy nicht mehr auftauchen. Dann gilt L(G)=L(G,).

Die folgende Illustration verdeutlicht die Ableitungsschritte.
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Theoretische Informatik 2

Sei L=T(M,) fir M,=(Q,%.I',,6,,05,Z,F, ) . Wir definieren einen zweiten PDA:

Mz::(Qlu{p},z,l"lu{Y},b‘z,qé,Y,{p}) a7.9)
mit peQ,Y ¢T,. Die Ubergangsfunktion definieren wir so:

S(deY) = {(@zY)

5(f.eY) = {(p.e)}vieR (17.10)

5,(0,a,A) = & (a.aA) qeF.ae(Z,ue)

Man kann verifizieren, dass gilt:
(qé,x,Zé)m(f,g,g) =N (qé,x,Y)ﬁ(p,s,g) (17.12)

und damit T(M,)=N(M,).

Bildlich kann man sich die Konstruktion so vorstellen, dass zu Anfang ein ,, Stoppersymbol“ Y auf den
Stack gelegt wird, dann der alte Automat M; normal laufen gelassen wird. Wenn dieser ein Wort
akzeptiert, dann ist der Stack normalerweise leer. In unserem Falle wird also noch Y auf dem Stack
liegen. Wenn das der Fall ist, dann wird in den Zustand p verzweigt, der der einzige akzeptierende

Zustand ist. Aufgrund dieses Zustandes akzeptiert nun der Automat M, aufgrund von N(M, ) alleinig
wegen des Zustandes.
2)=3):

Sei L=N(M,) fur M2:(QZ,Z,FZ,az,qg,Zj,FZ).Wirdefiniereneinen neuen PDA M3 wie folgt:

M;=(Qu{p} 2.T3,6,,0:.Y.9) 17.12)
mit peQ,,Y ¢I,. Wir haben dann I, :=T, U{Y} und definieren die Ubergangsfunktion so:

&(deY) = {(@.zY)

5(f.eA) = {(p.e)}ud,(f.e,A) VAel,, feF, 1713

s(pehA) = {(pe)) VAeT,

5 (a.a A) = 5,(a,a,A) sonst,Vae S u{e}

Bei der zweiten Zeile von (17.13) zeigt sich der Nichtdeterminismus. Hier steht {(p, )} fiir den Start
des Ldschens des Stacks und &, ( f,e, A) fur das Weiterarbeiten in der alten Maschine.

Die Funktionsweise ist die folgende: Solange wir in einem Zustand aus dem alten Automaten M, sind,
arbeiten wir im alten Automaten (letzte Regel). Sind wir in einem akzeptierenden Zustand des alten
Automaten, so |6schen wir den Stack (zweite Regel erster Teil bzw. dritte Regel) oder arbeiten im
alten Automaten weiter (zweite Regel zweiter Teil), daman auch in einem akzeptierenden Zustand im
alten Automaten weiterarbeiten kdnnte ohne direkt abzubrechen.

Dies alles zeigt uns (was man auch formal beweisen kénnte), dass gilt
(@ xZ)x(fLea) feFael” o (§xY)p(pee) (17.14)

und damit N(M,)=L(M,).
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Wort ersetzt — bis der Stack irgendwann leer ist. Insbesondere bedeutet das, dass,,C* nicht vom Stack
geldscht werden kann, bevor nicht auch ,,B“ vom Stack geldscht wurde. Und wenn wir einen Schritt
weiter denken, und davon ausgehen, dass sowohl C a's auch B auf dem Stack durch mehrere andere
,Nichtterminale* ersetzt werden, bedeutet das trotzdem, dass die ,, Nichtterminale*, die aus B
hervorgegangen sind, nicht geldscht werden kdnnen, bevor nicht die , Nichtterminale® geldscht
wurden, die aus C hervorgegangen sind.

Daher lasst sich die Verarbeitung des Eingabewortes w wie folgt zerlegen:

I, e 1 (Ww, = W) A[(q,vq,B)nl(q,g.g)jA

. (18.11)
A[(q,wz,C)H(q,s,a)j

mit m,m, <n und m +m, =n. Unter Zuhilfenahme der Induktionsannahme folgt daraus:

Bow, A Cow, 18.12)
Den Ubergang von A nach BC haben wir selber in (18.9) definiert, daher gilt:

A= BC=> WC = W\, =W (18.13)
Damit ist der Induktionsbeweis abgeschlossen:

n+l *
((q,w, A)l—)(q,s,s)) o Asw (18.14)

Gesamtbeweis:

Wenn wir nun in den (bewiesenen) Behauptungen (18.1) und (18.2) das allgemeine ,, Nichtterminal“ A
durch das spezielle Nichtterminal, das Startsymbol Sersetzen, erhalten wir:

vn>1 : (S;wj = ((q,w,s)n;q,g,e;),

vnx1 : ((q,w,S);q,g,g) = (Séw]

U (18.15)
wel(M)=welL(G)

i

L(M)=L(G)
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Induktionsverankerung (n=1):

1
Essei A= w. Dannfolgt daraus A—we P und w=aeX (also dassw ein einzelnes Eingabesymbol
ist). Hieraus folgt mit der Definition von & (Punkt 1)(siehe (17.17)): (0,a)e 5(q,¢,a). Daraus
wiederum folgt:
1 1

(a.aA)=(g.aa)-(g..2) (17.19)
(der letzte Ableitungsschritt gilt wegen Punkt 2 der Definition von & (siehe (17.17)).
Induktionsannahme n:
Fir alle m<n gelte die folgende Implikation:

ASW wes' = (qwA)-(q.es) (17.20)

Induktionsschritt (n— n+1):

n+l 1 n
Wir haben A=>w . Diesist dquivalent zu A=BC=w (n>1). Die Einzelableitung gilt, weil wir

angenommen haben, dass die kontextfreie Grammatik G in Chomsky-Normalform vorliegt. Mit Regel
1 der Definitionvon § (siehe (17.17)) folgt:

(a.BC)es(a.6A) (17.21)

1
aso (g,w,A)—(q,w,BC). Esgilt weiter w=ww, mit B;w1 und ngz mit m,m, <n. Damit
gilt nach zweimaliger Anwendung der Induktionsannahme

(9,w,BC) =(0,ww,BC)
-(q.w,,C) (17.22)
>(4..)
Damit gilt insgesamt
(awA) %(q‘w' BS) (17.23)
—(0.6.¢)
und damit die Behauptung.
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18 Vorlesung vom 8. Juni 2000
18.1 Fur jede CFL existiert ein PDA

18.1.1 Fortsetzung des Beweises vom 06. Juni 2000

Der Beweis zur Aquivalenz von PDA und kontextfreier Grammatik wurde in der Vorlesung vom
06. Juni 2000 begonnen, und wird hier fortgefuhrt.

Esist zu zeigen:
1: ,Hin-Richtung*:

vnx1 : (A:n>wj = ((q,W,A);}q,g,&‘) (18.1)
2: ,Ruckrichtung”:
vn>1 : ((q,w,A)»Lq,g,g) = [A;W) (18.2)

Das Symbol ,,A* sei hierbei ein Nichtterminal der kontextfreien Grammatik.

Die, Hin-Richtung” wurde bereits gezeigt. Nun folgt der Beweis der , Ruckrichtung”, d.h. wir miissen
zeigen, dass jedes Wort, welches unser Automat akzeptiert, auch durch die Grammatik erzeugt werden
kann. Diesen Beweis erbringen wir durch vollstdndige Induktion Uber die Lange der Produktion n.

Wir erinnern uns: Der PDA wurde so konstruiert, dass die Terminalsymbole der kontextfreien
Grammatik als Bandalphabet dienen, und sowohl die Terminalsymbole als auch die
Nichtterminal symbole der kontextfreien Grammatik al's Stacksymbole dienen.

Induktionsver ankerung (n=1):
Fur n=1 gilt:

(a.w, A)é(q,g,g)
1 (18.3)
s(aw,A)>(ge) A |A=1

Bei der Definition unseres Kellerautomaten, dem ja eine kontextfreie Grammatik zugrunde liegt,
haben wir einen Zustandsiibergang genau dann hinzu genommen, wenn fiir diese kontextfreie
Grammatik mindestens eine von zwei Bedingungen erfillt ist:

i (18.4)
((W:g)/\(A—)ge P))V(W: A)

Das bedeutet in geschriebener Sprache, dass entweder a) kein Symbol vom Band gelesen wird, und ein
auf dem Stack liegendes , Nichtterminal“*® durch das , Terminal“ , leeres Wort* ersetzt wird, oder b)
das vom Band gelesene ,, Terminal“ dem (einzigen) Zeichen auf dem Stack entspricht, und der Stack
daher leergerdumt wird.

Fall a) tritt definitionsgeméR (siehe Definition unseres PDA) genau dann ein, wenn in der
kontextfreien Grammatik ein Ubergang des Nichtterminales in das Terminal ,leeres Wort* existiert.
Da die kontextfreie Grammatik in Chromsky-Normalform ist, kann es sich nur um den Ubergang des
Startsymboles Sin das leere Wort handeln. Unser Nichtterminalsymbol A muss dann also (,,von vorne

3 Man kann bei einem PDA natirlich nicht von , Terminalen® und ,Nichtterminalen* sprechen. Diese
Bezeichnungen beruhen auf der Bedeutung der jeweiligen Symbole in Bezug auf die kontextfreie
Grammatik, die dem PDA zugrunde liegt.
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