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Daraus folgt
S=>es& SeV (14.28)
celeSeV,

Nachdem die |6schbaren Nichtterminal symbole gefunden wurden, werden im zweiten Schritt die
Produktionen auf Basis der verbliebenen Symbole umgebaut.

a:P'U{A” RO X%, 1% €V V) } 429
A= XAXA XA, P Y e{A el Aey,

Pz:F’lf{A—)gKA—)g)e F{} (14.30)
P=RuU{S>S}u{S—>¢e|ceL} (14.31)

Daraus wird anschaulich klar, dass die Sprache L mit der so entworfenen Grammatik
G=(V'u{S},%,P,S) generiert werden kann und die Grammatik tiber diein der Definition
vorgegebenen Eingenschaften verfugt.

Seite 98/ 142

Theoretische Informatik 2

13 Vorlesung vom 23. Mai 2000
13.1 Grammatiken

13.1.1 Beispiel zu Grammatiken

Als Beispiel fiir eine Grammatik diene hier die Menge der booleschen Ausdriicke®. Das Startsymbol
ist ein Nicht-Terminalsymbol, daswir ,,BOOL“ nennen. Als Terminalsymbole lassen wir alle Zeichen
zu, die man gemeinhin fiir boolesche Ausdriicke verwendet. Die Produktionsregeln sind (13.1) zu
entnehmen, und sollten jeden booleschen Ausdruck produzieren kénnen:

G=(V.,5,P,9)
V = {BOOL,QUANTOR,...2,A,vi—(,)}
Zi={a..zAv ()} (13.)
BOOL —(BOOL),
BOOL -BOOL,
b |BOOL —»BOOL A BOOL,
BOOL > BOOL v BOOL,
BOOL — QUANTOR,
QUANTOR  —a.z
S:=BOOL

Der Ableitungsbaum eines bei spielhaften booleschen Ausdruckes gemal? obiger Grammatik kénnte
wie folgt aussehen:

X va ¥y A= a8 A b
QUANTOR  quanTor QUANTOR  QUANTOR

[QUANTOR Y —\QUANTOR] A —{QUANTOR A QUANTOR]
= ==

BOOL BOOL BOOL BOOL

(BOOL v ﬁBOOLJ A ﬁ[BOOL A BOOL]
=25 2 AL

BOOL BOOL

(BOOL v BOOLJ A—(BOOL) (132)
BOOL BOOL
(BOOL) A =BOOL
-BOoL

BOOL BOOL

BOOL A BOOL

BOOL

BOOL

Wie man sieht, beginnt die Transformation bei einem gewohnlichen booleschen Ausdruck, und endet
bei dem Startsymbol S®°.

13.2 Die Aquivalenz von regulédren Grammatiken und endlichen Automaten
Satz:
Sei Lc X" eine Sprache, dann gilt:

° Fir die Korrektheit tibernehme ich keine Haftung )
1% pie Begriffe ,starten” und ,enden* diirfen in diesem Zusammenhang auch vertauscht werden.

Seite 75/ 142



ZvT [ L6 dM8S
(2zvT) "Noy © 2y

‘) eupbisa)
UOIRION Jojuueaq Ul paimseq UL USPBM LUNBaN 3 O 8458] SUI UsRUYassBunip gy
UBBIA UD1|PUB 1W B1P 9]0qUIAS "y P ‘9J0qLUAS U ILLIBIUDIN USJeqUISQ| S1P UUep puss A
AA - A=A
T-"A="A
"UBLLILLIOY LIOAN UBJS8| winz
uabuniB|gY N [eLIXew ydeu e PIIp PO DRIIP AP ‘Uapunal 8 0guwiAs euILLBIUDIN 3| Uayre ]

N UJeu puss ‘IS1 41jpusuIn 14o1U , A U1 9]0GWAS Jop |Uezuy 91peq "Uaiuyn O Ussse| winz 1> 1w A
.apUE JBaN JBPO 15PIIP 1P ‘UBWILIOUBYN ' U1 8|0GIAS U IWIBIYDIN 8| |2 85 BMIILIDS UspJam 1iued

(9z'vT)

u

{I:U/\a ov d3(» HV)N} ="A
(Craq) . .
{*/\az;v,d a(aa&v)}d}: A
{d2(@Eev)ivi="n
‘wayny
3 IO/ USJS3 | LWUNZ UBUO1INPOIC 950Ul Jogn BP0 1R.IP 1P ‘1S 110SSINe 3|00uWAS [eu ILLBNIYD IN
9|fe UapJem sydeunz “usysb nz anyds lemz puss ‘usbue b Nz 9 aydeids aip Jre wn
(D)1= 71w (S'd'T'A)=D }IRWLLRID 9RIJIXSIL0Y BU LBISI® T 8YJelds 311J1XaIuoy aps| nd
slmeg
"IS| 7] UOA |IB1pUeISag L0/ 9189 Sep ULsM ‘usssepbnz piim 2 «<— g Buebisgn Jop yo!lifips
"UBUOIMNPOI--3 Jre Bgep IBIYDIZISA pun 16nNezie 9 ¥ ITellels) Jop UOA 0sfe pAIm T aydelds aig

(2 vT) UOIMNPOId JBU B 811BS UBIYIR. U JMe UBYXSe S v
(€2vT) 1232 3¢S €
(@zvr) d?(@<Vv)i{s}-AsvaA 4
(TevT) (9)1=1 T
usleysuwRbIg

UBp MW (S'd'T*A) = D MIEWWRID 9PIXBIUOY SUB LRSI X S aydelds UspIIxeIuoY Joup N7
:uonupQq

1eUIUS UBUO IMNpoId

-33UBY| Jopo auR INu aIP 1q16 YITeWWRID 9RIIXAIU0N dUB ,X ST T UdYJelds U R1jIXaIuoY
uabigaleq Nz se ssep ‘Uabivz Bun|PISIOA JesaIp 1 UapJom JIAN “B1QU YD IU UOIIYNPOI] 8s81p Yyore
15108 'Jy0IU IO 9193 Sep dyde.ds a1p Jeuius “ueyebiean Lo 8189] sul joquiAsLels sep uuey uueq
"1eyiue LIOA 8483 | Sep ayde.ds a1p uuam ‘ues UageBab gnw awileusny au g B1QU Yo IU YTl
auR ydInp ayJeuds Bup uonuRRA 1P Ny puss ‘(Juueusb uolvRQ Yore) UsleNUDIBOWLISO T YD [0S

usuonxnpoid-3 T°¢vT

JU9IS 1O\ 9J99| Sep 91193 USRI IBp Jre
UsuBp 1B8q ‘UBUOINNPOId PUSS SeQ "UsLRB UsUONPO.d-3 UOA BUNUIBJIUT WN'SS ||0S [|0M0104d WessIp
u| “UspJem 1yJeigel pURIS UBPUBYINS.EILN NZ JBIYDIB| PUN UBUDIIIBYUR UBU e U LR .S
USUUQY USWLIO}WLION J1Te US| RISWN WP Uone e "N UaJue s A\ USUSPRIYISION N LS eyius
3|0gIAS U ILLLIBIIYDIN PUN UBUO NP0 9B1SSN|1/8gn UsUUQy| UBYJe.dS 8 R11X21U0Y N} UdX Tewuels)

uayllewwe I 19191J1Xa1u0y Bunyoejuiaian 2T

2 irewloju| ayoasnaloay |

v /9. ddS

(8€T) (‘“dse{%”d)@(“d:(‘e‘”d)g) HER-NeERIN
26104 (9°€T) SNy
(43d)v(d=( e )o)v v (id =(%ed) o) v (d = (e =d))

(e ja(Me'“zele“’b)g:

435(x'%)¢=d
i}
(W)1ax

|16 ‘Lendezxe N Tewoiny JBp sep ‘Lo sapel Ind paim
vendeze N uoAalp ‘s1ebus N 31p Yo1ydestel sbus A sLeIULBP O YoINp 1P Ssep ‘Unu usBez JIMm

(@€1) {43bfp b} {b=(eb)¢
"d 8busLusuo IMNPold Jop ydeu sfieid a1p 1gL|q s3

,beeb}::d

(GeT) (%'d'z'zNO)=9

“Bgeyd e eUILLB L -IYDIN S[e USTeWOoINY
sop abusLuspUeISNZ 81p pun ‘BaeydeeuilLB | S[e UsTeWoINY sap 18ceyd |y Sep 1zinusq X lewwels
aNBU 8591 *||0S UBYI.ASIUS |\l LBTELIOINY UBYDIPUS WSP B1P X ITeWLLRIS) 8NdU U UBJBIULBP JIM

et (4'%D'e''0)=W
WOy dud1pud Jop s UageBe
ZeT
semeg
(9)1=1 ORLURIDSRINBISUBE (2
() 0
(W)L=1 {IN TWOINY JBLIIPLe UR E v

2 irewloju| ayasnaloay |



Theoretische Informatik 2

Die Ruickrichtung des Beweises erfolgt analog. Hier wird von einem gegebenen A=« auf einen
Ableitungsbaum geschlossen. Da sowohl Hin- as auch Riickrichtung in der Vorlesung ausgespart
wurden, wird an dieser Stelle auf eine weitere Darlegung verzichtet, zumal die Ahnlichkeit von
Rickrichtung und Hinrichtung sehr hoch ist. Stattdessen gehen wir lieber zum néchsten Thema.

14.1.5 Linksableitung

Werden in einer Ableitung die Produktionen immer zuerst auf die am weitesten links stehenden
Nichtterminal symbole angewandt, dann spricht man von einer Links- oder leftmost-Ableitung.
Wendet man die Produktionen hingegen immer auf die rechte Seite an, so spricht man von Rechts-
bzw. rightmost-Ableitungen.

Definition:
Fur eine kontextfreie Grammatik ist eine Linksableitung (leftmost)

1
x=y o X=UAx A y=ufa (14.16)
ueX’,ae(V-X),AeV,(A> p)eP

Die formale Definition sagt aus, dass in einem Ableitungsschritt (mit der Anwendung einer
Produktion) immer das am weitesten links stehendene Terminalsymbol (dasist hier das A, gefolgt von
einer belieben Kombination o aus Nichtterminal- und Terminalsymbolen) zuerst abgeleitet wird.
Daraus folgen Ableitungen in n und beliebig vielen Schritten (transitive und reflexive Hiille).

x>y Ableitung in n Schritten

m

x=y transitive Hulle (14.17)
x% y reflexive Hille

14.1.6 Eindeutigkeit

Wenn es eine Ableitung

1 1 1 1 1
SEX= X XK= DX, (14.18)

gibt, dann existiert genau ein entsprechender Ableitungsbaum. Existiert umgekehrt ein
Ableitungsbaum B mit der Front o (wie in den vorangegangenen Ausfiihrungen mehrfach
aufgetreten), dann gibt esim allgemeinen mehrere Ableitungen, die diesem Baum entsprechen.
Allerdings gibt es nur genau eine Linksableitung fiir diesen Ableitungsbaum B.

Damit lassen sich Eindeutigkeit und Mehrdeutigkeit von Grammatiken definieren.
Definition:
Fir eine kontextfreie Grammatik G gilt
G eindeutig <> Vx e L(G): x hat nur einen Ableitungsbaum (14.19)
und analog
G eindeutig < Vx e L(G): x hat nur eine Linksableitung (14.20)

Weiter ist eine kontextfreie Sprache L eindeutig, wenn es eine eindeutige kontextfreie Grammatik G
gibt, fur dieL = L(G) gilt.

Umgekehrt heif}t eine kontextfreie Sprache L inhé@rent mehrdeutig, wenn keine eindeutige kontextfreie
Grammatik G mit L = L(G) existiert.
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Aus (13.7) und (13.8) folgt:

xeT(M)

g

(po ::qo%alpljA(pléagpsz...A(qx‘ léqx‘p)A(p:d(%,X)e F)

g

%=a2;..8,p (139)

¢ (pe F)@[p%g]

O3 88,---8y
g 8,8,,..., 8y e X (Terminasymbole)
xeL(G)

Die Mengen sind also identisch:

T(M)=L(G) (13.10)
S
Gegeben sei die regulére Grammatik

G=(V,%,P,9) (13.12)

Wir definieren einen nichtdeterministischen, endlichen Automaten M’, welcher der reguléren
Grammatik entsprechen soll. Dieser neue Automat benutzt die Nicht-Terminalsymbole der Grammatik
als Zustandsmenge, und die Terminalsymbole der Grammatik al's Eingabeal phabet. Wir definieren
weiterhin den ausgezei chneten (akzeptierenden) Zustand f:

M'=((V-2)u{f},2,6,SF) (13.12)

Die Menge der akzeptierenden Zustdnde F seien alle jenen Zustande (bzw. Nicht-Terminalsymbole),
welche in das leere Wort tibergehen kénnen, sowie der ausgezeichnete Zustand

Fi={A(AeV-Z)r(A>ceP)lU{f} (13.13)

Die Ubergangsfunktion ist beim endlichen Automaten definiert auf dem Kreuzprodukt von
Zustandsmenge und Eingabesymbol, d.h. in unserem Fall, auf dem Kreuzprodukt der Nicht-
Terminalsymbole (plus,,f*) und der Terminalsymbole. Die Ubergangsfunktion liefert beim endlichen
Automaten eine Teilmenge der Zustandsmenge zuriick, d.h. in unserem Fall eine Teilmenge der Nicht-
Terminasymbole.

Fur jeden Zustand, der einem Nicht-Termina symbol entspricht, welches direkt in ein Terminalsymbol
Ubergehen kann (AeV -X,ae2: A— ae P), soll der neue Automat (unter anderem) in den
ausgezeichnete Zustand f ibergehen:

5(Aa)={B|JA>aBeP}u{f|A>acP} (13.14)

" Dieser, ausgezeichnete Zustand f ist das wichtigste Element der Menge der akzeptierenden
Zustande...
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Bewels:
Daeine < Beziehung vorliegt, muf3 in beide Richtungen bewiesen werden, was sich hier aber sehr
ahnlich gestaltet. Zunéchst die
»Hinrichtung*
Geht man von einem Baum aus und will damit die Ableitungsschritte zeigen, so beweist man per
Induktion Uber die Anzahl der inneren Knoten. Anstatt des gesamten Ableitungsbaums vom
Startsymbol S aus, wahlen wir eine Ableitung der Form

A—a (14.10)
von einem beliebigen Nichtterminalsymbol A zur Front o aus.
Induktionsverankerung (Anzahl innerer Knoten = 1)

Es handelt sich um eine einzelne Produktion aus G. Aus dem inneren Knoten A folgen n verschiedene
Terminal- und Nichtterminalsymbole X1,X,,...,X, als Front des Ableitungsbaumes. Die bereits weiter
oben verwendete und hier nochmals abgebildete Grafik verdeutlich dies

")
VIR
%) %) -

Abbildung 30 - Ableitung bei einem einzelnen inneren Knoten

Formal ausgedriickt ist der Satz fur die Hinrichtung bei einem inneren Knoten bewiesen

A= X X,.. X, =a
h . (14.11)
A-a=A=a

Induktionsschritt:

Gelte die Behauptung nun firr Teilbdume mit k - 1 inneren Knoten und sei o die Front eines A-Baums
mit k inneren Knoten (k > 1). Die Kinderknoten eines solchen Wurzelementes A konnen nicht alle
Bléatter sein, dawegen k grofier eins mindestens ein Kinderknoten innerer Knoten (bzw.
Nichtterminal symbol) ist.

Die Kinderknoten seien von 1 bis n durchnummeriert und mit X4,X,,...,X, bezeichnet. Dies entspricht
wieder einer Produktion der Grammatik

A X, X, X, (14.12)

Wegen k grofer einsist eines der X; Nichtterminalsymbol. VVon diesen nichtterminalen X; verzweigen
die verbleibenden k - 1 inneren Knoten.
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Mit diesem Wissen folgt:
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)
Méglichkeit 1
)
Qi e<P)v(Q, >3y <P)
Moglichkeit 1 Moglichkeit 2
)

(W AQyaee P) v(Qqu—a,<P)

Moglichkeit 2

(13.20)

Die obige, boolesche , Kiirzung* durften wir vornehmen, da diese Bedingung geméf3 der Definition
der Ubergangsfunktion immer erfiillt ist. Es gilt nun, irgendwie den ,, Weg zuriick* zu finden vom
Zustand %—1 zum Zustand S. Aus (13.14) folgt:

xeT(M')
g
5(Sa)>Q A

A6(Qu3,)3Q, A

AT

AO(Qpasgez)> Qe
~O(Qua8y:)2 Qs

)

(S—>aQeP)a

AQ—>a,QeP)A

AN

A(Qus =84 Q2 =P) A
A (Qy2>84:Qy1P)

)

S:(;ai---%fqu\fl
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14.1.2 Ableitungsbaume

Ableitungen lassen sich mit Ableitungsbéaumen (auch Parse-Baume genannt) visuaisieren. Jede
kontextfreie Grammatik kann mit Ableitungsbaumen beschrieben werden. Die Knoten solcher Baume
sind Terminal- und Nichtterminalsymbole. Die Wurzel ist immer ein Nichtterminal symbol, wahrend
Terminalsymbole nur in Blé&ttern auftreten. Betrachtet man den gesamten Ableitungsbaum, ist die
Wurzel das Startsymbol der Grammatik.

Teilbdume eines Ableitungsbaumes sind Baume mit einem Nichtterminalsymbol A als Wurzel und
allen sich daraus ergebenden Kinderknoten. Die Anzahl der Knoten ist kleiner als die des gesamten
zugrundliegenden Baumes, erseidenn der Teilbaum ist gleich dem Ableitungsbaum. Solche Teilbdume
werden nach ihrer Wurzel genannt. Heif3t die Wurzel also A spricht man von einem A-Baum.

Damit |&% sich jede Produktion einer Grammatik al's Teilbaum beginnend mit der linken Seite als
Wurzel und den 1 bis n Symbolen der rechten Seite al's Kinderknoten darstellen. Die Symbole der

rechten Seite seien abgekrzt mit X;, X,,..., X, mit X, e(VuU¥)

®
VIR
%) %) .

Abbildung 27 - Ableitungsbaum einer Produktion

m

Fiir einen Ableitungsbaum einer Grammatik G =(V, 2, P, S) gelten folgende Regeln

1. Jeder Knoten représentiert ein Symbol X eV UL u{s}.
2. DieWurzel stellt das Startsymbol der Grammatik dar.

3. Alleinneren Knoten sind Nichtterminal symbole, da kontexfreie Grammatiken nur solche auf der
linken Seite der Produktionen stehen haben. Entsprechend sind alle Terminalsymbole Blétter, aber
nicht notwendigerweise alle Blétter Terminal symbole.

4. Wenn ein Knoten ein Nichtterminalsymbol A reprasentiert und die Kinderknoten X, X,...Xm hat,
dann gibt es eine Produktion aus der Menge der Produktionen von G mit A— X, X,... X, (siehe
Grafik vorangegangener Absatz).

5. Knoten, die das leere Wort ¢ représentieren, sind immer Blatt, dasie das einzige Kind eines
Knoten mit Nichtterminalsymbol darstellen (sogenannte e-Produktionen, wie wir spéter sehen
werde). Aus dem leeren Wort kdnnen keine Abbildungen erfolgen und es kann ausschliefllich auf
das leere Wort und nicht auf Konkatenationen mit dem leeren Wort abgebildet werden, da sonst

dierestlichen Symbole der rechten Seite und nicht das leere Wort die Kinderknoten darstellen
wilrden.

| aber nicht: / \ oder: / \
© & ® O

Abbildung 28 - richtige und falsche Ableitungsb&dume von e-Produktionen
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Der Automat ist in dem Startzustand qo gestartet, hat n Eingabezeichen verarbeitet, und hat
demzufolge n mal seinen Zustand gewechselt. Auler dem Startzustand g existieren noch (n-1) weitere
Zustande. Daraus folgt, dass der Automat mindestens einen Zustand mehr als einmal angenommen

hat:

Iq'eQ, i,j,kell:
(i=z1) A (i+j+k=n) A

5(q0,a' ) =q A (13.26)
s(q.a)=q A

"Schleife”
5(q.a)=q

Fur den Automaten ist es logischerweise ,egal“, ob er die Schleife ausfihrt, oder nicht. Daraus folgt,
dass der Automat zwischen den beiden Eingabewértern a' und a*! indifferent ist:

5(ap,a")=6| 5(0p.a),a |=5(a,a')=q'=5(qp.a) (13.27)
v

Das bedeutet ganz allgemein, dass man die Schieife auch weglassen kann, d.h. die &' s aus dem
Eingabewort weglassen kann, ohne dass sich am Verhalten des Automaten irgendetwas éndert:

5(q0,a'“‘b'”*k):5(5(%,&1‘ ),akb'*“k):
=5(5(op,a"),ab )=
= 5 (gl ) =
:b‘(qo,a”b")

Wir haben durch (13.24) definiert, dass Eingabewdrter der Form ah” von dem Automaten akzeptiert
werden, d.h. den Automaten vom Startzustand aus in einen akzeptierenden Zustand versetzen. Das
gleiche Verhalten gilt demnach fiir Eingabewoérter der Form a**6'"1** mit j>0:

2" T (M)

U

5(%,ai+i+kbi+i+k)e F

U

5(gp,a "™ 0" ) e F (13.29)
U

a* I eT(M) Widerspruch!

U

L ¢ REG

Unser Automat akzeptiert demzufolge auch Eingabewdrter der Form a™**h™*1** welche aber nicht
Bestandteil der gegebenen Sprache L sind. Die Sprache L ist nicht regular!

(13.29)

13.4 Das Pumping-Lemma

Satz:

»Wenn man einen Automaten hat, und ein akzeptiertes Wort kennt, dessen Lange grofier ist als die
Anzahl der Zustdnde des Automaten, dann ist die durch den Automaten akzeptierte Sprache
unendlich.”
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Die, Kirzung* in dem obigen Ausdruck ist erlaubt, bzw. muss sogar sein, weil in diesem Fall kein
Nicht-Terminalsymbol (d.h. S) mehr in dem Wort enthalten wére. Es gébe keine Produktion, die es
erlauben wiirde, das Wort noch weiter zu verandern.

U
x=waSaw® ) v ( x=wbSow® ) v ( x = ww? (13.75)
( )v( I )

U
((X:WSA/R)A(\M:n+1))v((x:wwR)/\(\M:n))
Ruckrichtung:
Fallunterscheidung, Fall 1:
Sei (X:WSNR)/\(‘W‘:FH—l)

U
((x=wasaw®) v (x=wbsow)) (jw| =n)
U
S wawr A[(WS/\/R:1>\I\/aSa\I\/R)v(V\/S/\/Rzlw\/bS)WR)] (13.76)
U
(SEWaSawR)v(sEWbs@wR)
U
Sr;WSNRJ

Fallunterscheidung, Fall 2:
e (x=wit") (1)
U
(S:H>WSNRJ/\(WSNR:1>VWVR) (13.77)
U
(SSWWR)
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Darausfolgt:
uw'wel (13.35)

13.5 Entscheidbarkeit

13.5.1 Pradikate

Der Begriff des,, Pradikates" ist der Pradikatenlogik als Teilgebiet der mathematischen Logik
entnommen. Ein Pradikat ist eine Aussage, die entweder wahr oder falsch ist. Ein Pradikat wird
zumei st als mathematische Funktion definiert.

13.5.2 Definition der Entscheidbarkeit
Sei SeineMenge, und p:S—{0,1} ein Pradikat mit

1 fallsp(s) wahr

13.36,
0 fallsp(s) falsch (13:36)

VseS: p(s)::{

Esgilt:
Problem (S,p) ist entscheidbar
g o (13.37)

3 Algorithmus/Programm A: - Vse S: A(s)= {2} S p(s){g}

Entscheidbar sind z.B. folgende Fragen:

1. TM)=2?

2. T(M)endliich?

3. T(M) unendlich?

Die Beweise daflr erbringen wir im Folgenden.

13.5.3 Beispiel: Entscheidbarkeit der leeren Sprache
Behauptung:

Die Frage, ob T(M)=&] ist entscheidbar.

Beweis:

Sei M =(Q,%,5,0,,F), ni=|Q|. Esgilt:

T(M)=@ | VxeX :|X<n=xeT(M) (13.39)
Entscheidbares Problem
Wieso?
»Hinrichtung”:

Diese Richtung ist trivial. Wenn der Automat iberhaupt kein einziges Wort akzeptiert, dann erst recht
keines, das eine bestimmte Lénge hat.

Ruckrichtung:

Hierfur bemtihen wir einen Widerspruchsbeweis. Wir nehmen an, dass der Automat alle Worter der
beschriebenen Lange nicht akzeptiert, aber es trotzdem Worter gibt, die der Automat existiert:
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Beweis B:

Wir konstruieren uns zwei minimale Automaten, die &quivalent zu den beiden gegebenen Automaten
sind. Dann gilt:

M, := Nerodeautomat (M, ), M, := Nerodeautomat (M, )
U (13.64)
T(Ml)=T(M2)®T(M1’)=T(M2’)

Vorausgesetzt, dass die beiden Automaten wirklich die selbe Sprache definieren, miissen die
dazugehorigen Nerode-Automaten isomorph sein, d.h.:

Jisomorphismush: h:M," > M, (13.65)

Es st nun moglich, alle denkbaren Abbildungen von Ml' nach Mz' auszuprobieren, und festzustellen,

ob eine davon ein Isomorphismus ist. Es kann kein Isomorphismus dabei sein, wenn die Automaten
nicht identisch sind... Auch hieraus folgt:

T(M,)=T(M,) ist entscheidbar! (13.66)
13.6 Kontext-freie Grammatiken
Definition:

Eine Grammatik G =(V,Z,P,S) heif} "kontextfrei"

§ ot (13.67)
vpeP: pe(V-Z)xV’

Im Gegensatz zur normalen Grammatik stehen hier auf ,, der linken Seite" der Produktionen also
lediglich Nicht-Terminal symbole, und auch immer nur eines davon. Bei der normalen Grammatik
standen hier auch Terminal symbole, und dazu noch beliebig viele (konkateniert).

13.6.1 Beispiel zur Kontext-freien Grammatik

Gegeben sei die Grammatik:

G:=(V,%,P,S)
V:={S,a,b} (1368)
Z:={ab} ’
P:={S—aSa,S—>b™,S—¢}

Behauptung:
L(G) = {ww|we {ab]'} (13.69)

»R* bedeutet in diesem Zusammenhang das ,,umgedrehte Wort". Die Grammatik beschreibt also
Palyndrome.

Beweis:
Wir fuhren den Bewelis mittels vollsténdiger Induktion tber die Lange der Produktionen durch.
Induktionsbehauptung:

vn>1lxeX": NN (X:WSNRA‘W‘:n)\/(X:VWVR/\‘W‘:n—l) (13.70)
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»Hinrichtung”:

Wir gehen von der Menge aller Woérter aus, die von dem Automaten akzeptiert werden, und lénger
sind als 2n-1. Falls diese Menge leer ist, bedeutet das, dass die erzeugte Sprache ohnehin nicht
unendlich sein kann. Wir gehen davon aus, dass diese Menge nicht leer ist. Aus dieser Menge greifen
wir uns dann eines der kiirzesten Worter heraus, und nennen esyy:
S= {X‘(XET(M NNEE 2n)}
S=J!

(13.46)

y=ze S‘Vz’e S:|Z

2| (13.47)

Da dieses Wort immer noch mehr Buchstaben besitzt, als der Automat Zusténde, schlagt das Pumping-
Lemma zu, und wir kdnnen eine ,, Schleife’ aus diesem Wort entfernen:

ly|=n

U Pumping-Lemma

Juv,wi(uww=y) A (1< V< n) A (uweT (M ))

U 1<y (13.48)

| <[] = Juvwf
U
lunj <2n-1

Damit haben wir schon die halbe Miete. Wir wissen nun, dass es automatisch ein akzeptiertes Wort
geben muss, welches eine Lange kleiner oder gleich 2n-1 besitzt. Nun gilt es noch zu zeigen, dass
dieses Wort auch eine Lange von gréRer oder gleich n besitzt:

Juwd = v — | > miin (juvw] ) — max (V)

U [M<njowz2n

|un|>2n—n (13.49)

U

lund > n
Damit ist der Beweis vollbracht. Es gilt also:

(tweT(M))A(n<|um<2n-1) (13.50)
Also gilt (13.44), und daraus folgt:

"T(M) unendlich?" ist entscheidbar! (13.51)

13.5.5 Beispiel: Entscheidbarkeit der endlichen Sprache

Behauptung:
Die Frage, ob T(M) endlich ist, ist entscheidbar.
Beweis:
T(M) endich < —(T(M) unendlich) (1352
Somit gilt:
"T(M ) endlich?" ist entscheidbar! (13.53)
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