Theoretische Informatik 2

5 Vorlesung vom 20. April 2000

5.1 Uber die Aquivalenz von DFA und NFA*

Dajeder DFA ein NFA igt, ist esklar?, dass die Klasse der Sprachen, welche ein NFA akzeptiert die
Sprachen enthélt, die von einem DFA akzeptiert werden. Es stellt sich jedoch heraus, dass auch nur
diese Sprachen von NFA akzeptiert werden. Der Beweis dafirr baut darauf auf, dass gezeigt werden
kann, dass ein DFA einen NFA simulieren kann. (Fir jeden NFA kann ein equivalenter DFA
konstruiert werden.) Der DFA simuliert einen NFA indem die einzelnen Zustédnde des DFA den
Mengen von Zusténden des NFA entsprechen. Der so konstruierte DFA Uberwacht all die Zustande,
die der NFA durch die selbe Eingabefolge erreichen (wie der DFA) kénnte. Somit gelangt man zu dem
folgendem Theorem:

5.1.1 Theorem

Wenn L eine akzeptierte Sprache fur einen nichdeterministischen endlichen Automaten ist, dann
existiert ein deterministischer endlicher Automat, der auch L akzeptiert. In anderen Worten: Sei
L < X" eine Sprache, dann sind folgende Aussagen gleichwertig:

1. L=T(M,) fur einen deterministischen endlichen Automaten M,

2. L=T(M,) fir einen nichtdeterministischen endlichen Automaten M,
5.1.2 Beweis des Buches

Sei M =(Q,%,5,0,,F) ein NFA, welcher die Sprache L akzeptiert. EinDFA M '=(Q"%,5',q',,F )
sei dann wie folgt definiert: Die Zusténde von M ' sind alle Teilmengen der Menge der Zusténde von
M. Dasheifi: Q'=2°%. M 'wird alle Zustinde behandeln, welche auch M behandeln kann. F'ist die
Menge, der Zustande von Q', welche einen Endzustand von M enthalten. Ein Element von Q'wird

dargestellt, als [q,, ..., 0 ] , wobei ,0....,q aus Q stammen. Zu beachten ist, dass [¢},0,...,G |
ein einziger Zustand des DFA darstellt. Weiterhinist g, =[q,].

Wir definieren nun:

6'= ([0 G0 ].8) = P P Py G.1)
dann und nur dann, wenn:
5=({t0 %o 6 },2) = { P Pore By} (5.2)

In anderen Worten, §'angewendet auf [ql,qz,.i.,q,] von Q'wird berechnet, durch anwenden von

& auf jeden Zustand von Q , welcher durch [qy,0,..., | représentiert wird. Durch das Anwenden von
6 auf dle q;,q,,...,q und vereinigen der Ergebnisse, erhalten wir eine neue Menge von Zusténden,

P P,s---, P; - Diese neue Menge hat einen Vertreter |:p1, P By ] in Q' und dieser ist der Wert von
5'=([t % G].)

Es lasst sich nun durch Induktion tber die Lange eines Eingabestrings x zeigen, dass

5'(9'0%) = [t -1 G] (53)

! Vgl.: INTRODUCTION TO AUTOMATA THEORY, LANGUAGES AND COMPUTATION by John E.
HOPECROFT and Jeffrey D. ULLMAN pages 22f

2 Ein DFA ist ein Spezialfall des NFA, bei dem es fur jeden Zustand eine einzigartige
Ubergangsfunktion fiir jedes Symbol gibt.

Seite 26 / 142



[A4WFEXANENY

“(0)d < 2xO: % uomsjunsbuebiaan

Joup 1w (Ij ‘m"b“g‘z“o) 9= 21N 4N UUB NZep sun Jim U luljep UnN “uoniuieg

uoeu ("W). L="1 aydeids a1p vendeze WOy ksaid D < x0T 1w (Y (b Tz D) =TI
v4Q up ks usgefien 'z 16(04 T SMe ‘UsuoniuRQ Usydejup 1w B1Y 1M uebiz 1SNz

L BUNIyoIUIH “

‘N USTRLIOINY LBLPDI LS UByds s IuIuBepIyoIL ueue Ny (‘W) L="1 2

T WerewoNY Wyl |pus usyasisiuwelep tur Ny W) L=1 T

:Briemydp b usbessny apuab|oy)

puss uuep ‘aydeids sule XS 1S :ZIeS Uspussiomaq NZ Usp [ewuie yoou 1y Bunjoyepsim Nz
Bunsa|lop Jap slemag €°T°S

"1oyeb sJepue BB JBuLBH INU SlEMEG Usp JIM UBgey Bunsa|Io A Jop Ul ‘sayong Ssap Siemag Jap 1eMoS

(W)1=()1 B!IHWwos
6o1| 4 U1ep Ifeuite O UoA puesnZ ueue (x*%)¢ uuem ‘uyny, 4 Nz uuep reush (x‘°b),¢ ssep
‘uapJem 16nJebnzuly Yyoou Jnu SSNW ‘UBPUB||0A NZ SPMSY UBp win “Bunidneyeg a1p 1zinisseun sep pun

(tre) {ueay=(ex ) e
“UUSM ‘UL INU pun uuep

(o1%) [t au]=(exb).0
51 31Wos |16

(6'S) {”J""‘ZJ‘H}:(E‘{-'d""‘Zd‘H})g
JUUBM ‘UUp INU pun uuep

®9) () =(e'd % d )0
“}1B, ¢ uoA uonuYRQ Jop Nw yooq 1B

@) {!d=edd}=(x'0b)¢
UUBM “IYem uuep Inu pun uuep

©9) ['d*dd |=(x°b).¢
351 Bunidreyeg Jep punibiny

©9) (e*(x*°b),0).0=(ex*%b)=,¢

216 uveq X ule 1w T+w abue
Jopaney supex Bs UM ‘W s abue Jep usgebu i3 uny Jyem 1s1 Bunidreyeg aip ‘uswiiousbuy

“IISSUOINPU|
ssnw uks 2 YpIBX pun [%]= b ep 16 Bumdreyeg a1p 0 =[x| 1Ny SSep WoB| IS e
Bun eyuUR ASUONNNPU |

') {bbbf=(x"D)e

uuam ‘1116 uuep Jnu pun uuep

2 irewloju| ayasnaloay |



1 2
An dieser Stelle sind wir dann auch schon fertig, dawir sehen, dass die Klassen ~ und ~ schon
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a b
L2 (3]
2. [6]: [14,5]:
3. [1,4,5]1 [6]1
4 2 (3]
5 [2: (3]
6. [6]: (6]:

2
Folglich sind die Klassen von ~:

[14.5].[2].[3][6]

aquivalent sind, somit ist die ~ Relation definiert durch:

1

Es bleibt nur noch den endgiiltigen Automaten M '= (Q‘,X,(S‘,[qo]N F ) aufzustellen. Dieser sieht

dann, so aus, wiein der folgenden Abbildung gezeigt.

\ b
Oy

b

Abbildung 15 der minimierte Automat M’
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Diese Ubergangsfunktion ist wie folgt definiert:
52(Qv0') =of {51((],5)} (512

Aus dieser Definition folgt nun schon, dass M, ein nichtdeterministischer Automat ist. Der einzige

Unterschied zum DFA besteht darin, dass die Ubergangsfunktion so definiert ist, dass sie eine Menge
von Folgezustanden liefert. In unserem Fall sind dies jedoch alles einelementige Mengen.

Durch Induktion Uber alle n> 0kann man dies zeigen:

8y (%% %, ) ={ P} € 6,(Go % %,)= P

=

xeT(M,) < 8,(Gp, X)"F, %0
< Jp: 5,(%,¥) ={p}cF, (5.13)
S Ip: 6,(0p,X)=peF,
< xeT(M,)

:T(M2)=T(M1)= L

In diesem Bewels ist ausgenutzt worden, dass ein Wort nur dann von einem NFA erkannt wird, wenn
die Mengevon {p} eine Teilmenge von F, ist. Dies bedeutet fiir einen gleichwertigen DFA, dass

dieses p e F, sein muss, um akzeptiert zu werden. Dies war bei uns nach Definition der Fall.
Ruckrichtung:

Nun bleibt noch zu zeigen, dass der umgekehrte Fall gilt. Sprich, wir haben einen NFA gegeben und
wollen daraus einen DFA konstruieren. (Aus 2 folgt 1): Hier sei ein NFA M, = (Qz,z,sz,qo(z),Fz) mit
einer Ubergangsfunktion &, : Q,xx = — P(Q,) gegeben. Auch dieser Automat soll nach Definition die
Sprache L=T(M,) akzeptieren.

Wir definieren nun einen DFA M, wiefolgt:

M, =g (P(Qz)12’51,{q0(2)},F1)

R =u {A‘A; QA (ANF, ¢®)}:> FcP(Q)
6,:P(Q)xE > P(Q,)
6,(Ac)=Js(p.o)oeZ,AcP(Q,)

peA

(5.14)

Der so definierte Automat ist ein deterministischer endlicher Automat. Nun bleibt zu zeigen, dass
jeder Zustand, den der DFA erreicht, der Menge von Zustanden entspricht, die der NFA erreicht hétte:

8, ({a®}x) =5, (a,x) vxex (5.15)

Dieswird wieder durch Induktion tiber die Lange der Eingaben bewiesen.
Induktionsbehauptung:

8 (@™} %) =80 ) (5.16)
Induktionsverankerung (n=0):
é‘l({qo‘z’} ,g) =6,(0,”,£) Man sieht leicht, dass fiir leere Eingaben der Definition der & -Funktion

nach das selbe Ergebnis (das Bleiben im Startzustand ¢, ) erreicht wird.
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1. Man beseitige ale nicht-erreichbaren Zusténde, d.h. ale Zusténde q, fir die gilt 5.1.4 Beispiel 1 (Konstruktion eines DFA aus einem NFA)
qe {ﬁ(qo, x)‘x € 2'} . (Es stellt sich natirrlich die Frage, in wie weit dieses Problem algorithmisch
|6sbar ist. Ein moglicher Algorithmus kénnte alle durch Worter der Lange n erreichbaren
Zustande betrachten. Damit kommt man durch alle erreichbaren Zustande.)

0
2. ~hat maximal zwei Aquivalenzklassen. Zum einen die akzeptierenden Zustande und dann noch
die nicht akzeptierenden Zusténde: {glqeQ—F}o, {glaeF}o

k
3. Angenommen, man hat die Aquivalenzklassen der Relation ~ fur (k> 0), dann bestimmt man

k+1
die Klassen der Relation ~ wiefolgt:
Zunéchst wird nun die folgende Tabelle aufgestellt:

& 8 ... a Ay

G
G

K [o(aa]]

Abbildung 7 — ein nichtdeterministischer, endlicher Automat M

Dieser Automat akzeptiert offensichtlich die Sprache T(M ) = {(ab)" \nzl} u{(abb)" \nzl} .

Ao Ein deterministischer endlicher Automat kénnte so aussehen:

k+1

Alle Felder (q,aj) erhalten also als Eintrag [5(q‘,aJ )]i Nun formt man die Klassen von ~ ,

k
indem man alle Zusténde, die bereitsbei ~in einer Klasse waren und diein obiger Liste gleiche

k+1
»Zeilen" haben in jeweils eine Klasse der Relation ~ schreibt.

4. Wenn nun N aquivalent zu < ist (was, wie schon gezeigt, spatestensbei k = n—21eintreten
muss), dann bricht das Verfahren ab. Wir bilden dann die ~ Relation durch Setzen, von ~= t
5. Der minimale Automat M '= (Q',Z,é",[qOL F ) wird letztlich wie oben schon beschrieben
konstruiert:
Q'={[a] [a=Q}
F'={la]laeF} (8.11)

5'((al..a)=[5(a.a)].

8.2.2 Beispiel

Z a {9.}
Wir betrachten einen Automaten M =(Q,=,5,q,,F ), welcher die Sprache T(M ) = {ab,ba}‘ a,bL

akzeptieren soll. Ein Automat, der dies16st ist in folgender Grafik aufgelistet. Dabel ist zu beachten,

dass der Zustand 7 nicht ereicht werden kann. Abbildung 8 - Der DFA, der zu' M aquivalent ist

In diesem Beispiel hat der DFA M ' 9 Zustande, wéhrend der NFA M 6 Zustande hatte. Und das
liegt noch einiges unter den maximal 2° méglichen Zustanden.
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8 Vorlesung vom 2. Mai 2000

8.1 Minimierung mittels Nerode Automaten

8.1.1 Satz uber die Gleichwertigkeit von Relationen

Sei M =(Q,%,5,q,,F) ein endlicher deterministischer Automat mit der Méchtigkeit |Q[=n. Dann
gilt: g~q'< qnjq'.

Der Beweis der , Hinrichtung*. ist trivial und folgt auch schon aus dem Satz der letzten Vorlesung. Die

»Ruckrichtung” ist da schon komplizierter. Der Bewels erfolgt indirekt. Angenommen die beiden
Relationen wahren nicht identisch:

n-1

n-1
q~q'AQ#Q =>~#~ (8.1)

n n
Grundsétzlich gilt, dass ~ eine Verfeinerung von ~ ist. Damit muss ~ eine echte Verfeinerung von
n-1 n-1
~ sain, denn sonst wéreja ~= ~ , was ein Widerspruch zur Annahme wére.

0 1 2 n-1 n
Durch eine Betrachtung der Anzahl der Klassen der Zusténde (~>~>~>...> ~ > ~) erkennt man
schnell, dass es mindestens eine Klasse von Zusténden geben muss, und zwar die der akzeptierenden
n n-1
Zustdnde. Da weiterhin gilt, dass ~ eine echte Verfeinerung von ~ ist, sind alle anderen Relationen
0 1 2 n-1 n
echte Verfeinerungen (also gilt ~>~>~>...> ~ > ~). Die Anzahl der Klassen wéchst durch jeden
Index um eins. Fihrt man diesen Gedankengang fort und beachtet, dass es alles echte Verfeinerungen

n

sind, so gelangt man fur den Index( ) zu dem Schluss, dass dieser mindestens n+1 Klassen

enthalten muss.

1< |ndex(3)< |ndex[i)< |ndex(3J<...< |ndex(”3] < |ndex(1)

= |ndex(ij sn+l (8.2)

Dies st allerdings ein Widerspruch, da es hochstens n (mit n=|Q|) Aquivalenzklassen auftreten
kénnen.

8.1.2 Konstruktion eines minimalen Automaten

Sei nun ~ weiterhin wie bisher definiert. Dann gibt es zu dem endlichen Automaten

M =(Q,%,8,0,,F) einen quivalenten minimalen Automaten M ':(Q',Z,ﬁ',[qo]i,F') . Dabei ist:
Q'=y {{a] [a<Q}
Fr=g {[f]|f eF} (8.3)
5'([a]. a)=o [6(aa) ]

Dieser Automat wird wie folgt konstruiert, als Zusténde nehme man die Aquivalenzklassen der
Zustande. Als akzeptierte Zustande gelten die Aquivalenzklassen der Tilderelation von F.

Damitist M ‘:(Q',Z,E',[%]F,F') ein minimaler Automat mit T(M)=T(M").

Aber ist dieser Automat auch wirklich minimal, oder nur ein reduzierter Automat? Gezeigt wird dies
durch den folgenden Beweis:
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0,1

Abbildung 11: NFA fur die Sprache Ln

Sei nun weiterhin M =(Q,Z,6,q,,F ) éin DFA, der die selbe Sprache akzeptiert, also L, =T(M).

Behauptung: Jedes Wort des moglichen Eingabeal phabetes (von 2" mdglichen Wértern) muss von
dem Automaten unterschieden werden kénnen.

VX, ye{04": x# y= 5(0y, X) = 5(dy, Y) (5.19)

Angenommen zwei gleichlange Worter aus {0,1}" , die unterschiedlich sind (d.h. sie unterscheiden
sich nach einigen gleichen Zeichen an einer Stelle, danach folgt ein Wort z) hétten dieselben
Nachfolgezusténde.
X ye{0l" Axzy
= x=x 12z
y=y, 0 z (5.20)
/=%
angenommen:  5(0,X)=5(0y, Y)

Dann werden entweder beide Worter akzeptiert, oder aber keines. In beiden Féllen macht der Automat
einen Fehler.

= E(qo,x1 1z0M 1) = §(q0,x o" 1‘4)

= 5(8(ax). 0 ) = 5(8(cy),0mHH)

=5 (qo,y 0"’1"21) = 5 (qo,y1 z O"’HZ‘) (.21)
= xllﬂeT(M) = yloﬂeT(M)

n-1 n-1

Der Widerspruch liegt darin, dass x, 1 z 0™ Element der Sprache L, ist, y, 0 z 0" jedoch
nicht, trotzdem wird fir beide Worter die selbe Entscheidung getroffen, folglich bendtigt man fur
unterschiedliche Eingabewdrter unterschiedliche Zusténde. Die maximale Anzahl der Zustdnde
betrégt, wie schon vorher gezeigt 2".

x 1z 0 el
y, 0z 0" Mg,
=Vxye{0L" :x=y=5(d,X)#35(0Y)
‘{0,1}"

(5.22)

=2"= Q22"
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Bewels:
Die genau-dann-wenn Beziehung der obigen Behauptung beweisen wir in beide Richtungen. Wenn die

k Relation gilt, dann muR auch die k-1 Relation gelten, da die k Relation alle Worter enthalt, die auch
in k-1 enthalten sind.

Seien ein Wort ze =" mit |7 <k -1 und ein Zeichen ae X beliebig gewahlt, dann gilt

5(5(q.a),z)eF < 5(g,az)e F < 5(q,az)e F < 5(5(q'a),z) e F (7.16)
und die Zusténde q und g’ gehdren zur k-1 Relation

k-1

5(g,a)~45(d,a) (7.17)

Damit ist gezeigt
k , k-1 ,
q-9d=9q-q (7.18)

Gilt bereits die k-1 Relation, so zeigen wir, dass die Behauptung in der anderen Richtung gilt. Fir
vzex' mit|Z=k gilt

5(a.z2)eF=5(q.2z)eF (7.19)

Sei zeX' mit |7 =k und z=awmitaeX A[w=k-1. Dann &Rt sich zeigen

k-1

d(aa)~s(d\a)
=(5(5(a.a),w)eF < 5(5(q.a),w)eF)

(7.20)
=(5(q.aw)=5(q,2) e F < 5(q,aw)=5(,z) e F)
k
=q-q
Somit gilt die Behauptung auch in der anderen Richtung
k k-1
a~-q<=q~¢ (7.21)

7.2.2 Verfeinerung von Aquivalenzrelationen

Zwischen Aquivalenzrel ationen lassen sich Beziehungen ausdriicken, d. h. sie kénnen kongruent oder
verschieden sein. Nehmen wir die beiden Aquivalenzrelationen p, und p, die auf der Menge S liegen.
Sind die p; und p, kongruent, dann

p=py e VX, AV, (K, =Y,

(7.22)
VX, Y€ S:Xp Yy < Xp,Y

Andernfallsist eine Relation kleiner oder echt kleiner als die andere. Man spricht von Verfeinerung

PSP & (XY = Xp,Y)

(7.23)
P<P = (PSP A pLZ P;)
7.2.3 Anwendung auf k Relation zur Zustandsreduktion

Betrachtet man die k Relationen, dann enthélt die k Relation hochstens gleich viele Zusténde wie die
k-1 Relation. k ist daher eine Verfeinerung von k-1

k k-1

~<~ (7.24)
Wir behaupten zudem
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6.2.2 Rechts-Invarianz

Eine Aquivalenzrelation Rc Sx S auf einer algebraischen Struktur (S,¢) mit einer binren
Verknipfung o: SxS— S heifdt , rechts-invariant”

§>ny:>VZeS:(on)R(yoz) 6.7)
€S €S

6.2.3 Links-Invarianz

Eine Aquivalenzrelation Rc Sx S auf einer algebraischen Struktur (S,e) mit einer bindren
Verknipfung o: SxS— S heifdt , links-invariant”

ﬁXRy:VZESZ(ZOX)R(ZGy) (6.8)
€S €S

6.2.4 Kongruenzrelation
Eine Aquivalenzrelation Rc Sx S auf einer algebraischen Struktur (S,¢) mit einer bindren
Verknupfung o: Sx S— S heifdt ,Kongruenzrelation“:

R Kongruenzrelation < xRy => VYW, ze S:(Wo X0 Z)R(Wo Yo z) <
” s T 6.9)

< (Rist rechts-invariant) A (R ist links-invariant)

Eine Kongruenzrelation ist eine mit der Struktur vertrégliche Aquivalenzrelation. Zum Beispiel ist auf
dem Korper der reellen Zahlen die Gleichheitsoperation (,,=*) bezuglich der Operationen
LAddition* (,+*) und ,Multiplikation” (,,-“) eine Kongruenzrelation:

a=b=vx,yel :(x-a-y)=(x-b-y),(x+a+y)=(x+b+y) (6.10)

6.2.5 Quotientenmenge

Eine,, Quotientenmenge" wird auf Basis einer Menge, und einer Kongruenzrelation definiert. Man
versteht dann unter der , Quotientenmenge” die Menge aller Aquivalenzklassen, welche (beziiglich der
gegebenen Kongruenzrelation) innerhalb der gegebenen Menge existieren.

Gegeben sei die algebraische Struktur <2* s o> und die Kongruenzrelation ,,~*. Unter der
,»Quotientenmenge” von £ und ~ versteht man:

21 ={[x], [xex’} (6.12)

6.2.6 Quotientenmonoid

Unter dem ,, Quotientenmonoid” versteht man die Zusammenfassung der Quotientenmenge mit einer
Operation auf dieser Menge. Die Abbildung f : =" — X"/, (der Elemente der urspriinglichen Menge

auf die der Quotientenmenge) definiert man sinnvollerweise al's einen Homomorphismus®. Die neue
Operation fur das Quotientenmonoid sei ,, .

Das ,, Quotientenmonoid* ergibt sich dann als:

(=1 o) baw. ({[x] [xex"} 0) (6.12)

% Bei der homomorphen Eigenschaft handelt es sich nicht um eine zwangslaufige Konsequenz, oder
um eine durch das Monoid definierten Eigenschaft. Vielmehr wird der Homomorphismus (willkiirlich)
gefordert, um die neue, algebraische Struktur als ,Ring“ zu erhalten
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Q1><Z #QQ)(Z
81 32
aQ h

_—
1 Qs

Abbildung 13 - Homomorphismus zwischen Automat M und Nerode Automat

Esexigtiert eine Abbildung h, die alle Zustdnde von M in Zusténde in My (Aquivalenzklassen)
Uberfiihrt. Formal ausgedriickt

h(a)=[xg < 3x:5(d,x)=0q (7.4)

Hier stellt sich die Frage, ob h eindeutig definiert ist. Alle Wérter x undy, die den Automaten M in
den gleichen Zustand tberfiihren, miissen auch My in die gleiche Aquivalenzklasse tiberfiihren. Zu
Zeigenist, dass x und y der gleichen Aquivaenzklasse von R, angehéren.

XY exr :5(0p,x)=q=5(d,Y)
& (75)
[(Xlg, =[Yls
Bewels:
Zum Beweis fiihren wir eine neue Aquivalenzrelation ~ ein
X~y&XyeL 16(0X)=5(0Y) (7.6)

Uberfiihren zwei Wérter x und y den Automaten in den gleichen Zustand, so sind sie dquivaent. Da
die Anzahl der Zusténde der oben betrachteten Automaten minimal und gleich ist, gilt fur den Index
(die Anzahl der maximal paarweise verschiedenen Aquivalenzklassen) der ~ Relation

index(~) <|Q|=|Qy] (7.7)
Weiterhin gelte
XYeZ 16(0X)=6(0,Y)=> X~ y= xR y=[Xg =[] (7.8)

Somit ist h als eindeutige Abbildung von Zustanden Q auf Aquivalenzklassen aus Qy definiert.
Konnte es Zustande g in Automat M geben, fur die h(g) nicht definiert ist?
3g e Q mit h(q) nicht definiert = —3x mit 5(0,,X)=q (7.9)

Wenn ein solcher Zustand existieren wiirde, dann gebe es kein Wort x, dass den Automaten in diesen
Zustand tberfuhrt und der Zustand somit Uberfllissig. Damit wére M nicht mehr minimal und ein
Widerspruch lage vor. hist fur alle Zusténde q aus Q definiert.

Surjektivitat von h

[X]1€Qy.3qeQ mit 5(dy, X)=qgAh(q)=x (7.10)
Injektivitat von h
Wenn q= p zwei verschiedene Zustande aus Q sind und [x] und [y] ihre Abbildungen in Qy, dann
gilt
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6.3 Regulare Ausdricke

6.3.1 Kleenesche Hille

Sei ¥ eine endliche Menge von Symbolen und seien L, L; und L, Mengen von Zeichenketten aus =*.
Die Konkatenation von L; und L, — geschrieben alsL;L, —ist die

Menge {xy\x istausL, undy ist aus Lz} . Die Zeichenketten in L,L, werden gebildet, indem man an

eine aus L, gewahlte Zeichenkette eine Zeichenkette aus L, anhangt und das in allen moglichen
Kombinationen. Wir definieren nun:

0 _
L ,;{G}
U'=Ll? vixl
Df
L=Yu (Hiille, Kleenesche Hiille) (6.17)
i=0
r=Ju (positive Hlle)

L* bezeichnet also alle Worter, die durch die Konkatenation einer beliebigen Anzahl von Wértern
aus L entstehen.

Beispidl:
Sei L, ={10,1} und L, ={011,11}. Dannist L,L, ={10011,1011,111} . Ebenso
gilt {10,11}" = {€,10,11,1010,1011,1110,1111,...} .

6.3.2 Regulére Ausdriicke

Die von endlichen Automaten akzeptierten Sprachen lassen sich durch einfache Ausdriicke
beschreiben, die als , regulére Ausdriicke" bezeichnet werden. Auf Grund dieser Aquivalenz werden
die Sprachen der endlichen Automaten auch , regulare Mengen“ genannt.

Oder umgekehrt: Regul&re Ausdriicke bilden einen Formalismus zur Beschreibung formaler Sprachen.

Zwei regulére Ausdriicke heifZen , aquivalent”, wenn sie die gleiche formale Sprache beschreiben (z.B.
[ab]*aund a[ba]*). Die Aquivalenz regulédrer Ausdriicke |&sst sich Uber algebraische Gesetze zeigen.

6.3.3 Regulare Ausdriicke vs. endliche Automaten

Satz:
Die folgenden drei Aussagen sind aquivalent:
3. Listregulére Sprache/regulére Menge

4. Listdie Vereinigung von einigen Aquivalenzklassen einer rechts-invarianten Aquivalenzrelation
von endlichem Index.

g
5. Sel R_eine Relation, diewiefolgt definiert ist:
xR, y@(VZeZ*:XZeL@yzeL) (6.18)

Dannist R_von endlichem Index.
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Theoretische Informatik 2

Bewels:
Weil sowohl M a's auch My minimal sind, missen sie Uber die gleiche Anzahl an Zusténden verflgen:
Q=] (6.46)

Sei h() so definiert, dass es jeden Zustand q aus der Menge der Zusténde Q auf eine Aquivalenzklasse
beziiglich der Aquivalenzrelation R abbilde (wir erinnern uns: die Aquivalenzklassen beziiglich der
Aquivalenzrelation R_liegen dem konstruierten Nerode Automaten zugrunde).:

h(a)=[x], < 3x:5(d.x)=q (6.47)
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Beweis zu (6.25):
_Bei dem Beweis machen wir uns die Tatsache zunutze, dass die Aquivalenzrelation p rechts-invariant
ist:
VX, YeX i Xpy=>Vzel ixzpyz
U
VX, yeX X p y:(VZEZ':XZE Lo yze L)
U (6.26)
VX yeX ixpy=(vzeX':(xxelLayzel)v(xzg Layze L))
{ sieheoben
X, yeX i xpy=>xR Yy

Aus der Tatsache, dass jedes Paar von Eingabewdrtern aus *, dassin der Aquivalenzrelation p
enthalten ist, automatisch auch in der Aquivalenzrelation R_ enthalten ist, resultiert, dass die
Aquivalenzklasse eines beliebigen Eingabewortes beziiglich der Aquivalenzrelation p eine Teilmenge
der Aquivalenzklasse beziiglich der Aquivalenzrelation R ist:

vxeX: [x]p c [x]Rt (6.27)

Daraus folgt, dass es beziiglich der Aquivalenzrelation p mindestens so viele (digunkte)
Aquivalenzklassen geben muss, wie beziiglich der Aquivalenzrelation R :

index(R_)<index(p)<"endlich" (6.28)
Daraus wiederum folgt, dass auch der Index der Aquivalenzrelation R_ endlich sein muf:

index (R, ) ist endlich (6.29)
2=3
Behauptung:

Die Aquivalenzrelation R, ist rechts-invariant.
Beweis:
X, Y,W,zeX :XR Y
{ Definition R,
(X eLeye L)
{ Determinismus des Automaten
(x(zw)e Lo y(zw)e L)
{ Assoziativitét der Konkatenation (6.30)
((@)we L < (yz)wel)
g

VX, y,zeX xR yeo xzR yz
U

R ist rechts-invariant
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