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Induktionsschritt:
Man beweise durch Induktion ¥Yn>3:

o 26 (G %, %,)

& €6( Gy, %... X, ) < hungerade Axl..‘xn:(ab)%la
G, €5 (GhuX,...%,) < ngerade A x,...x, = (ab)?

0 €6(0p,X,... %, )< N=3m+1 A)(l...x‘:(abb)%a
0, €6(0p%... %, ) < N=3m+2 Axl.‘.xn:(abb)%zab

Os €5(0prX,... %, )< N=3m A X...x, =(abb)3

Diese Behauptung miisste nun per Induktion formal bewiesen werden.
Gesamtbeweis
Zusammenfassend mit dem gelungenen Induktionsbeweis folgt al so:

vn>3:  X...X,€T(M)

Def . T

=S (U, X... % )NF =D
Def .F
& O € (0o X %)V G €5 (G, .- X, )
Induktionsbew. n n
= %...%, =(ab)2 v x...x, =(abb)3
= T(M) ={(ab)"[n>1f v {(abb)"[n>1]
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21.24  Turing-Maschine 134 5 §:Qx2— P(Q)=2° (Potenzmenge) ist die Ubergangsfunktion
21.25  Universelle Turingmaschine 135 o ) . . .
21.2.6  Arbeitsweise der universellen Turing-Maschine 136 Wichtig hierbei ist, dass die Ergebnismenge der Ubergangsfunktion
21.2.7  Halteproblem firr Turing-Maschinen 137 5([ Pi Poseees pj],a):[rl,rz,..,,rk]nun also die Potenzmenge von Q ist. eliefert jetzt also immer eine
21.2.8 Rekursive Mengen 138 N . ' N _ . :
. o Menge von Zusténden. Dabei bedeutet &(q,a) die Menge aller Zustande p, fir die es einen mit a
22 Abbildungsverzeichnis 140 . . . . .
» nd o markierten Ubergang von g nach p gibt. 5(q,a)=@ e P(Q) bedeutet, dass der Ubergang fiir (q,a)
ndex

undefiniert ist.

4.3.2 Erweiterung von edes NFA

Die Funktion e kann folgendermassen auf eine Funktion & ausgedehnt werden.
Definition (&):

(Erweiterung von 5 :Qx X — P(Q) auf 5" :QxX" — P(Q)):

1 & (ge)={qgje2?

2. 5 (a,x)=56(a.X) vxeX

3 (A% x%a)= U d(pxXu)

ped’ (A.%...%,)
4. Konvention: 5" 0§
4.3.3 Die vom NFA erkannte Sprache
Definition (vom NFA erkannte Sprache):
Sei M =(Q,,6,q,,F) ein nichtdeterministischer endlicher Automat (NFA). Dann heift
T(M)::{x‘xe T /\((S(qo,x)m F ;t@)} dievon M erkannte Sprache.

Anmerkung: Diese Definition impliziert, dass es wenigstens einen Weg von Startzustand aus geben
muss, mit dem man Uber das Wort x in einem Endzustand landet.

4.3.4 Beispiel eines NFA

Wir betrachten den NFA, der die Sprache L = {(ab)" [n 21} v {(abb)”\n > 1} akzeptiert:
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2.1.3 Relationen

Eine bindre Relation R auf einer Menge M ist eine Teilmenge von MxM. Sind a,be M und gilt
(a,b)e R, so sagt man: ,a und b stehen in der Relation R.“ Gelegentlich schreibt man statt (a,b) e R
auch aRb . Eine Relation kann Uber eine oder mehrere der folgenden Eigenschaften verfigen:

1. Reflexitivitat: vaeM:(aa)eR
2. Transtivitét: va,b,ce M :(a,b)eRa(b,c)eR=(a,c)eR
3. Symmetrie: va,beM:(ab)eR=(ba)eR

4. Antisymmetrie  Va,beM:(a,b)e Ra(ba)eR=a=b

Beachte: Symmetrie und Transitivitét implizieren nicht Reflexitivitét! Zur Bewertung einer Relation
muss jede dieser vier Aussagen einzeln Uberprift werden.

2.1.4 Aquivalenzrelationen

Man spricht von einer , Aquivalenzrelation”, wenn eine Relation reflexiv, transitiv und symmetrisch
ist, und von einer Ordnung, wenn eine Relation reflexiv, transitiv und antisymmetrisch ist. Zum
Beispiel ist die normale Vergleichsoperation auf der Menge der reellen Zahlen (,=*) eine
Aquivalenzrelation, und die kleiner-gleich-Operation (,<") eine Ordnung.

2.1.5 Aquivalenzklassen

Alle Elemente b einer Menge M, die zu einem gegebenen Element a aquivalent sind, bilden zusammen
die, Aquivalenzklasse" des Elementes a:

[a]={blbc A bl af (28
Ist die Schnittmenge zweier Aquivalenzklassen nicht leer, so sind die Aquivalenzklassen identisch:
[a]n[b]z@=[a]=[b] (2.9)

Bei den Aquivalenzklassen kommt die reflexive Eigenschaft der Relationen zum Tragen, da ohne
diese Eigenschaft ein Element nicht in seiner eigenen Aquivalenzklasse enthalten wére.

Es besteht ein Zusammenhang zwischen den Indizes der Aquivalenzklassen und der Anzahl der
Zustande eines Automaten.

2.1.6 Kollektionen

Eine Kollektion C = {CI liel } ist eine Menge von Elementen C;, die tiber einen Index i indiziert
werden konnen, der aus der Indiziermenge | stammt.

2.1.7 Partitionen

Eine Kollektion von Mengen C; heif}t Partition von A genau dann wenn 1) alle Mengen C; disjunkt
oder gleich sind, 2) jede Menge C; eine Teilmenge von A ist, und 3) die Vereinigung aller Mengen Ci
die Menge A ergibt:

Cist Partiionvon Ac> 1) Vi, je 1 :C =C; v(C NC; =2)
2Vviel:CcA (2.10)

Yc=A

iel

Seite 8 /142
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5t %) =6
S, =(ab) % anx,,=a
= X X, X, O "SONSE”
1.2(g3)
(01X %) =0
gxl...xn 0"SONSt" A (Xyq =@V Xy =b)
= X... X, X, [ "sOnst”
<" Jetzt beweisen wir den Riickweg und beachten zuvor die folgende Regel:

Xyoo . Xo,q U sONSE"
= X;...X%, 0 =sonst v Xx;...x, [l sonst

11. 1 (not sonst)

X... %, [J —sonst

n ungerade
v

IS

n-

S X, = (@)
X Xag1
=sonst

= 5(O % %) =G AX, =2

= 6(Go X Xy1) =5 5(Go XX, ), 8| =0
G

11.2 (sonst)
X... %, [ "sonst”
v
=5(0p%--%,) =03
Def &
Transtionsdiagr. N
= 80X Xt) =0 (8 (G- %) X ) = O3
zu (4.7):

S( g%, %y,1) =G ist &in Widerspruch, da n+1> 2. Damit kann dieser Fall nicht vorkommen.

Fall 2: n+1 ungerade, n gerade
Dieser Fall ist ganz analog wie Fall 1 zu behandeln:
Zu (4.4):

Def &

S( G X XX ) =G = 8| I X%, ), X
%% %)

GV

d, scheidet nach der Induktionsannahme aus, weil n>1 gilt.

Def 5
c>5((101)(1~~Xn):qz/\Xml:a
v n

SX. X =(ab)zAx, =a

S XXX, =(ab)za
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Theoretische Informatik 2

2.2.6 Der Isomorphismus

Ein Isomor phismusist ein bijektiver Homomorphismus. Wenn zwei Mengen isomorph zueinander
sind, bedeutet das, dass sie sich (von den Bezeichnern ihrer Elemente abgesehen) nicht voneinander
unterscheiden lassen. Ein minimaler Automat ist ,, bis auf |somorphismen exakt bestimmt*.

h ist ein Isomorphismus <
1) h:(S,0) = (S, ) ist ein Homomorphismus (2.16)
2)h:§ — S, ist bijektiv
Beispiele:
h(n)=2" h ist Homomorphismus, aber nicht I somorphismus
2.2.7 Abzahlbarkeit

Eine Menge M heifdt ,,abzahlbar unendlich”, wenn es eine bijektive Abbildung ihrer Elemente auf die
Menge der natiirlichen Zahlen gibt:

M ist abzahlbar unendlich< 3 f:M - N\f ist bijektiv (2.17)
M ist Uberabzéhlbar unendlich < — M ist abzahlbar unendlich (2.18)

Anmerkung:  Wie es der Name sagt, bedeutet ,, Abzéhlbarkeit”, dass die Elemente einer Menge zwar
zahlreich oder unendlich sind, dass sie aber dennoch abzahlbar sind.

Beispiel:
Die Menge der rationalen Zahlen ist abzéhlbar unendlich, die Menge der irrationalen Zahlen (und
damit auch die Menge der reellen Zahlen) ist Uberabzéhlbar unendlich.

2.2.8 Konkatenation

Die Konkatenation zweier Mengen S; und S; ist die Menge aller ,zusammengesetzten“ Elemente
dieser beiden Mengen:

q-g;{uv\uea,vEg} (2.19)
2.3 Sprachen

Sei ¥ eine endliche Menge von Symbolen, und e der Operator fir die Konkatenation. Eine Sprache L
ist definiert als Teilmenge der Menge aller Worter Uber diesem Symbolal phabet:

o_
= {e} (das leere Wort)
st=3 (Wérter der Lange 1)
of (2.20)
=" = I"ex (Wérter der Lange n)
z= nUoZ (Alle Woérter Uber =)
o (2.21)
= = 3 (Alle Worter Uber = aufler dem leeren Wort)
n=1
L ist eine Sprache Uber dem Alphabet Z<§> Ly (2.22)

<2' ,o> ist das freie Monoid iiber X, wobei die Konkatenation (,,e*) die Operation ist. X dient hier als
freies Erzeugendensystem.

Seite 10/ 142

Theoretische Informatik 2

Eingabefolgen) dieser Zustand erreicht werden kann. Diese Uberlegungen fiihren uns zu den
folgenden Behauptungen:

4.2.2 Induktionsbehauptungen:

n-1

S(Gy, %,..-X,) =G, < nungerade Axl...x,H:(ab)?Axn:a (4.9
8(0p,%-.-%,) =0, = ngerade A X,...x, =(ab)z (4.5)
(0, %--- %) =03 < X,... %, [ "sonst” (4.6)
6(Gp: %+ %) # G 40

Als Erlauterung der Induktionsbehauptungen betrachten wir (4.4): Nach dem Transitionsdiagramm
kann g, nur dann erreicht werden, wenn — ausgehend vom Startzustand ¢, - eine , ab"-Folge mit

abschlieffendem , &' a's Eingabezeichenkette vorliegt (z. B. ,,ababababa"). Die Anzahl der Zeichen ist
hierbel stets ungerade.

4.2.3 Induktionsverankerung:

Wir beweisen durch Induktion tber die Lange der Eingabefolgen und wahlen n=1 (also eine
Zeichenkette der Lange 1). Wir zeigen fur die einzelnen I nduktionsbehauptungen deren Richtigkeit fir
n=1:

zu (4.4) 6(q0,x1):q1©x1:a©x1:(ab)ga

zu (4.5) 5( g, %) =0, tritt nicht auf (siehe Erlauterung)
zu (4.6) (0% ) =0 & X =b e x ="sonst"

zu (4.7) 5( G, % ) # G, (siehe Erlauterung)

Hierzu folgende Erl&uterungen: Die Aquivalenzen sind natiirlich dadurch zu zeigen, dass man die
Implikationen sowohl von links nach rechts (=) a's auch von rechts nach links (<) begriinden muss.

Zum Falle von (4.5) ist zu sagen, dass zunéchst (, = “) der Fall, mit n=1 (nur einem Zeichen) ¢, nicht

zu erreichen ist. Damit ist die Prémisse falsch, die Implikation also wahr. Die andere Richtung (,, <*“):
nist ungerade, damit ist wiederum die Prémisse falsch und die Implikation wahr.

Zu (4.7): Nach dem Transitionsdiagramm wird q, bereits mit einem Eingabezeichen verlassen und
kann nie wieder erreicht werden.
4.2.4 Induktionsschritt (n—>n+1):

Wir nehmen hier eine Fallunterscheidung vor. Solche Fallunterscheidungen sind in
Induktionsbeweisen von endlichen Automaten haufig vorzunehmen. In unserem Falle bietet sich eine
Fallunterscheidung nach dem Kriterium ,,n gerade?* an, da dieses Kriterium in unseren
Induktionsbehauptungen eine Rolle spielt.

Fal 1: n+1 gerade, n ungerade
Zu (4.4):

Def. von &
8% X X Xp1) =G = 6[5(qo.x1--->ﬂ1),><n+1J (4.8)
NASIRAN

=0oV 0
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3 Vorlesung vom 13. April 2000
3.1 Abzéahlbarkeit von Mengen, Diagonalisierung

3.1.1 Machtigkeit von Mengen

Mengen sind endliche oder unendliche Ansammlungen von Elementen. Die Anzahl dieser Elemente
einer Menge wird Machtigkeit oder auch Kardinalitat genannt. Die formale Notation daf iir ist:

|M|=Mé&chtigkeit der Menge M (31

Haben zwei Mengen M; und M, die gleiche Mé&chtigkeit und existiert zwischen den beiden Menge
eine bijektive Abbildung, gilt also

‘Ml‘:‘MZ‘

o (32)
f:M; > M, |fist bijektiv

so heifRen die Mengen gleichméchtig. Fir den Spezidfall, dass eine Menge M gleichméchtig der

Menge der natiirlichen Zahlen [1 ist, soist die Menge M abzéhlbar unendlich. Endliche Mengen sind

immer abzahlbar. Dementsprechend wird eine Menge, deren Méchtigkeit grofer der Menge der

natiirlichen Zahlen ist, fur die es also keine bijektive Abbildung zwischen den beiden Mengen gibt und

die somit nicht abzahlbar ist, Uberabzahlbar genannt.

Einfacher ausgedriickt sind Mengen genau dann abzéhlbar, wenn ihre Elemente durchnumeriert
werden kénnen. Dann existiert eine surjektive Abbildung der natiirlichen Zahlen auf die betrachtete
Menge, so dass jedes Element der Menge einer natiirlichen Zahl zugeordnet ist.

3.1.2 one-to-one-Mapping

Dieim vorangegangenen Abschnitt beschriebene Gleichméchtigkeit zweier Mengen kann auch mit
dem Schlagwort one-to-one-mapping illustriert werden. Seien beispielsweise folgende Mengen
gegeben:

S ={gerade Zahlen} und S, = {alle ganzen Zahlen} (33)
Dann kann S, eindeutig auf S, abgebildet werden mit der Funktion

808 34

f(2)—i

Es liegt eine bijektive Abbildung zwischen den beiden Mengen vor, so dass die Mengen von gleicher
Méchtigkeit (Kardinalitét) sind. Man kann den Begriff one-to-one-mapping verwenden, da jedes
Element der einen Menge genau einem Element der anderen Menge zugeordnet wird und umgekehrt.

Ein weiteres Beispiel sei mit folgenden Mengen gegeben:
S, ={ganze, positive Zahlen} und S, = {ganze, negative Zahlen} (35)
Auch hier liegt eine eindeutige Abbildung von S; auf S, vor:

S-S

£(7) i ©9

Folglich sind S; und S, gleichméchtig, was noch einmal durch eine grafische Diagonalisierung
verdeutlicht werden kann.
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Zur Vereinfachung der Notation legt man fest, dass
506 (3.27)
Daraus folgt, dass die akzeptierte Sprache des Automaten M =(Q,%,5,q,,F) definiertist as
T(M):={x|xeZ" A &(t,X) eF} (3.28)

3.3.4 Beispiel eines endlichen Automaten

Ein Beispiel eines endlichen, deterministischen Automaten sei ein Automat, der eine Sprache erkennt,
die aus einer beliebig langen Folge von ab besteht:

T(M):={(ab)" [n>1} (3.29)

Mit Hilfe eines Induktionsbeweises, der ausfuihrlich am néchsten Vorlesungstag behandelt wird, kann
die Korrektheit des folgenden Graphen bewiesen werden:

Anfangszustand

Endzustand

Abbildung 4 - Beispiel eines endlichen Automaten
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0=r (3.9

3.1.4 Uberabzahlbarkeit reeller Zahlen

Die Menge der reellen Zahlen ist die Menge der Dezimal zahlen mit endlichen und unendlicher
Periode. Man kann die Zahlen im Bereich ]0,1] in einem Schema anordnen und dann eine Cantor sches
Diagonalverfahren genannte Methode anwenden. Ist bereits dieses Intervall nicht abzdhlbar, so ist die
gesamte Menge der reellen Zahlen Uberabzéhlbar.

Nehmen wir zunéchst an, das Intervall sei abzéhlbar und es existiere dementsprechend eine surjektive
Abbildung f:N —]0,1] . Sei x, eine Zahl aus diesem Intervall, die sich aus Stellen ay,a,3s,-..
zZusammensetzt:

X :Ovaualzale---

X, = 0, 185,85+ (3.10)
X5 = 0,858584.-

Sei nun c eine weitere Zahl aus dem Intervall mit
c=0,cCC;... (3.11)

wobei sich ¢; folgendermaf3en zusammensetzt, also Stellen aus x, neu zusammensetzt (diagonal im
Schema wegen a):

5fira; #5
= ' 3.12
6 {4f0r a,=5 (312)

Somit ist gewahrleistet, dass ¢; niemals gleich a; ist und mindestensin einer Stelle verschieden. Damit
ist c ungleich jedem beliebigen x,. Wenn das Intervall abzéhlbar ist, mite ein x; mit x; = ¢ existieren.
Dasist jedoch ein Widerspruch und somit ist das Intervall der nicht abzéhlbar. Daraus folgt, dass die
reellen Zahlen ebenfalls nicht abzéhlbar, sondern uberabzéhlbar sind.

Wirde man diesen Beweis auf die Menge der rationalen Zahlen anwenden, kénnte man leicht den
Fehler machen und Ubersehen, dass es sich bei x, um Dezimalzahlen mit unendlicher Periode handelt.
Soist bel den rationalen Zahlen das c ebenfalls ungleich jedem beliebigen x,. Allerdingsist ¢ zugleich
auch nicht mehr Element der rationalen Zahlen (sondern der reellen). Die Bedingung der
Abgeschlossenheit ist damit nicht mehr erfiillt und somit nichts Uber die Abzahlbarkeit der Menge der
rationalen Zahlen ausgesagt.

3.2 Transitive und reflexive Hille

3.2.1 Definition
Das Relationenprodukt zweier Relationen R und S wird folgendermal3en definiert:
RS=ReoS={(x,y)|3z mit xRz A S} (3.13)

Dabei wird gewissermal3en die Transitivitét Uber zwel Relationen hinweg ausgedriickt. Insbesondere
heif}t eine Relation transitiv, wenn das Relationenprodukt mit sich selbst wieder Teilmenge der
Relation ist:

RoRcR (3.14)
RoR={(x,y)|3z mit xRz A ZRy} (3.15)

Bestimmt man dieses Relationenprodukt unendlich oft und vereinigt anschliel3end die
Relationenprodukte, so erhét man den transitiven Abschluf3 (auch transitive Hille genannt):
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R =tra(R) = JR'=RURoRURsReRUR' UR’... (3.16)

nz1
Fir R definiert man die identische, reflexive Abbildung auf der Menge A:
R®={(x,%)|xe A} (317
Die Vereinigung von transitiver Hille und der identischen Abbildung RO wird reflexive Hulle
genannt:
R=R UR=JR=RURUR URUR'. (3.18)
nz0

Ein interessanter Anwendungsfall der transitiven Hiille in Verbindung mit einer Relationenmatrix ist
das Wege-Problem, bei dem die kiirzeste Entfernung zwischen zwei Punkten tiber andere Punkte
hinweg gesucht (traveling salesman problem)

3.2.2 Beispiele
Sei R eine Relation mit

R={(12.(22).(23)} (3.19)
auf der Menge A mit

A={1,23 (3.20)
Dann ergibt sich die transitive Hiille R* von R folgendermalien

R ={(12).(13),(22.(23)} (321)
und die relfexive Hille R* entsprechend

R ={(11),(22),(1,3),(2.2),(2.3).(33)} (3.22)

3.3 Endliche Automaten (FSM, DFA)

3.3.1 Veranschaulichung und Darstellung

Ein Automat kann al's eine Blackbox, beispielsweise als Modell eines elektrischen Schaltwerks
betrachtet werden. Futtert man den Automaten mit einer Eingabe, kann er diese akzeptieren oder nicht
akzeptieren. Damit lassen sich Eingaben in die Gruppe der erkannten und die Gruppe der nicht
erkannten Worter einordnen, wobei die Menge der erkannten Worter die Spracheist, auf die der
Automat halt.

Mit Hilfe eines Automaten |&03t sich also eine Sprache definieren, genau wie bei der Definition einer
Grammatik, nur dass bei der Grammatik die Worter der Sprache gewissermal3en al's Produkt entstehen,
wahrend der Automat die Eingabewdrter auf ihre Zugehdrigkeit zu der betrachteten Sprache priift.

Wie beschrieben, erkennt ein Automat eine Sprache L ¥" . Dasl&uft so ab, dass der Automat ein
beliebigen Wort x1x,...X, as Eingabe erhalt und Zeichen fiir Zeichen geméal Ubergangsfunktion
abarbeitet. Er wechselt dabei so lange den Zustand, bis das letzte Eingabezeichen erreicht ist. Befindet
sich der Automat dann in einem Endzustand, dann gehort das Eingabewort zur Sprache L. Befindet er
sich in einem anderen Zustand, gehort das Wort nicht zur Sprache L.

Verdeutlicht wird das Prinzip durch eine bildhafte Darstellung wie folgt. Dabei lief3t der Automat tber
einen Lesekopf die Eingabe vom Eingabeband und wechselt entsprechend der Ubergangsfunktion
zwischen den Zustanden. Tritt der Automat in einen Endzustand, so wird dies hier durch ein Signal
vermerkt.
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