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2 Vorlesung vom 11. April 2000
2.1 Mengen, Mengenoperationen und Relationen

2.1.1 Funktion, Umkehrfunktionen und Abbildungen

Eine Funktion ist eine eindeutige Zuordnung der Elemente einer Menge A zu den Elementen einer
Menge B. Jedem Element von A darf hochstens ein Element von B zugeordnet sein, verschiedenen
Elementen von A kann aber dasselbe Element von B zugeordnet sein. Es braucht nicht jedem Element
von A ein Element aus B zugeordnet zu sein.

Fir beliebige Funktionen gilt:
AB Mengen,Ac S,BcS,,f:§—>S

f(A)D=f{f(X)|XE Al (2.1)
f’(B);{x|XG S.f(x)eB}

Ac f'(f(A)

B> f(f'(B)) “
F(AUA)=T(A)UT(A) 2.3)
f(ANA)cT(A)NT(A) |

Anmerkungen dazu:

Esist zu beachten, dassf' () keinesfalls die Umkehrfunktion ist — zu dieser wird es erst durch die
bijektive Eigenschaft.

Bei der obigen Betrachtung von A, B, S, S und f() existieren drei Sonderfdle. 1) Ein Element aus A
kann nicht nach B abgebildet werden, weil f() fir dieses Element nicht definiert ist. 2) Fir ein
bestimmtes Element aus B gibt es kein Element aus A, das auf dieses Element abgebildet wird. 3)
Zwei oder mehr Elemente aus A werden auf ein Element in B abgebildet. (Die vierte, logische
Kombination, ndmlich dass ein Element aus A auf mehrere Elemente aus B abgebildet wird, verbietet
der Funktionsbegriff.)

2.1.2 Injektivitat, Surjektivitat und Bijektivitat

Die Begriffe Injektivitat, Surjektivitat und Bijektitivat entstammen dem mathematischen
Sprachgebrauch und miissen daher hier nicht ndher erléutert werden. Bedeutsam sind aber die
Auswirkungen auf die oben gemachten Aussagen:

f injektiv= A= f'( f(A))

24
f injektiv:>f(AmA2):f(A)mf(Az) 4
f surjektiv=B= f(f’(B)) (25)
f surjektiv= f'(B,nB,)=f'(B)n f'(B,) '
f bijektiv= f* (Inverse Funktion) existiert mit Identitt = f o f'= f'o f (2.6)

Generell gilt, es existiert eine bijektive Abbildung zwischen zwei Mengen genau dann, wenn ihre
Mé&chtigkeit identisch ist:

|Al=|B| < 3 eine bijektive Funktion f mitf : A— B (2.7
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2.1.3 Relationen

Eine bindre Relation R auf einer Menge M ist eine Tellmenge von MxM. Sind a,be M und gilt
(a,b)e R, so sagt man: ,a und b stehen in der Relation R Gelegentlich schreibt man statt (a,b) e R
auch aRb . Eine Relation kann Uber eine oder mehrere der folgenden Eigenschaften verfiigen:

1. Reflexitivitat: vaeM:(aa)eR
2. Transitivitat: va,b,ceM:(ab)eRa(b,c)eR=(ac)eR
3. Symmetrie: va,beM:(ab)eR=(ba)eR

4. Antisymmetriez  Va,beM:(ab)eRa(ba)eR=a=b

Beachte: Symmetrie und Transitivitét implizieren nicht Reflexitivitét! Zur Bewertung einer Relation
muss jede dieser vier Aussagen einzeln Gberpriift werden.

2.1.4 Aquivalenzrelationen

Man spricht von einer , Aquivalenzrelation”, wenn eine Relation reflexiv, transitiv und symmetrisch
ist, und von einer Ordnung, wenn eine Relation reflexiv, transitiv und antisymmetrisch ist. Zum
Beispiel ist die normale Vergleichsoperation auf der Menge der reellen Zahlen (,,=") eine
Aquivalenzrelation, und die kleiner-gleich-Operation (,<*) eine Ordnung.

2.1.5 Aquivalenzklassen

Alle Elemente b einer Menge M, die zu einem gegebenen Element a aquivalent sind, bilden zusammen
die ,Aquivalenzklasse" des Elementes a:

[ﬂ;{wbeAAAb[a} (2.8)

Ist die Schnittmenge zweier Aquivalenzklassen nicht leer, so sind die Aquivalenzklassen identisch:
[a]~[b] @ =[a]=[b] (2.9)

Bei den Aquivalenzklassen kommt die reflexive Eigenschaft der Relationen zum Tragen, da ohne
diese Eigenschaft ein Element nicht in seiner eigenen Aquivalenzklasse enthalten ware.

Es besteht ein Zusammenhang zwischen den Indizes der Aquivalenzklassen und der Anzahl der
Zustadnde eines Automaten.

2.1.6 Kollektionen

Eine Kollektion C = {Ci |i el } ist eine Menge von Elementen C;, die Uber einen Index i indiziert
werden kénnen, der aus der Indiziermenge | stammt.

2.1.7 Partitionen

Eine Kollektion von Mengen C; heil3t Partition von A genau dann wenn 1) ale Mengen C; digjunkt
oder gleich sind, 2) jede Menge C; eine Teilmenge von Aist, und 3) die Vereinigung aller Mengen C;
die Menge A ergibt:

C ist Partitionvon A<> 1) Vi, je1:C =C; v(C nC, =2)
2)Viel :C cA (2.10)

3 Jc =A

iel
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Die Menge der Aquivalenzklassen aller Elemente einer gegebenen Menge A ist eine Partition von A:
C={[a]lae A} ist eine Partition von A.

2.2 Algebraische Strukturen

2.2.1 Die algebraische Struktur

Die algebraische Struktur ist wichtig, da sich jeder endlicher Automat al's algebraische Struktur
darstellen lasst. Die algebraische Struktur besteht aus einer Menge, und aus einer Rechenoperation auf
dieser Menge:

(S,o) ist eine algebraische Struktur < 1) SisteineMenge

(2.11)
2) o XSS

Schreibweise: o(a,b) oder acb.

2.2.2 Die Halbgruppe
Die Halbgruppe ist eine algebraische Struktur, fir deren Operation das Assoziativgesetz gilt:

(S,0) isteine Halbgruppes> 1) (S,0) ist eine algebrai sche Struktur
(2.12)
2) v5.8,:8,€S:0(o(8,8,).5) =°(8,°(s,,8,))

2.2.3 Das Monoid
Das Monoid ist eine Halbgruppe mit Einselement:
(S,0) istein Monoid<> 1) (S,0) ist eine Halbgruppe

(2.13)
2) Jee SVse S.eos=soe=s

2.2.4 Das freie Erzeugendensystem, das freie Monoid
G ist ein freies Erzeugendensystem fir (S,o) , wenn 1) jedes Element aus Sas Kombination von
Elementen aus G darstellbar ist, und 2) jede dieser Darstellungen eindeutig ist.
G ist ein freies Erzeugendensystem fiir <S’°><D:f>
1) vse S\{e}3g,,...0,€G:5=0,°..0 0, (2.14)
2)s=g, 0..0Q, ASQ; °...0Q; =>N=mag =¢g; 1l<k<n

Jk
Schreibweise: ,G ist ein freies Erzeugendensystem firr (S,¢)* oder ,, (S,e)ist ein freies Monoid
Uber G".
Beispiele:
(N,+) ist ein freies Monoid tber {1}, (N, +) ist kein freies Monoid tber {1,2}
2.2.5 Der Homomorphismus

Ein Homomorphismusiist die Kombination zweier algebraischer Strukturen (S,°), (S,,e) und einer

Funktion h(), die die Eigenschaft besitzt, kommutativ beztiglich der V erknlipfungsoperationen (der
algebraischen Strukturen) zu sein:

h ist ein Homomorphismus <
Dh:S—>S (2.15)
2)va,a, €8 :h(a-a,)=h(a)eh(a,)
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2.2.6 Der Isomorphismus

Ein Isomorphismusiist ein bijektiver Homomorphismus. Wenn zwei Mengen isomorph zuei nander
sind, bedeutet das, dass sie sich (von den Bezeichnern ihrer Elemente abgesehen) nicht voneinander
unterscheiden lassen. Ein minimaler Automat ist ,,bis auf Isomorphismen exakt bestimmt®.

h ist ein Isomorphismus <
1) h:(S,) > (S,,e) ist éin Homomorphismus (2.16)
2)h:S —> S, ist bijektiv
Beispiele:
h(n)=2" h ist Homomorphismus, aber nicht |somorphismus

2.2.7 Abzahlbarkeit

Eine Menge M helif3t ,,abzahlbar unendlich”, wenn es eine bijektive Abbildung ihrer Elemente auf die
Menge der nattirlichen Zahlen gibt:

M ist abzéhlbar unendlich<< 3 f:M — N|f ist bijektiv (2.17)
M ist Uberabzahlbar unendlich < — M ist abzéhlbar unendlich (2.18)

Anmerkung:  Wie es der Name sagt, bedeutet , Abzahlbarkeit*, dass die Elemente einer Menge zwar
zahlreich oder unendlich sind, dass sie aber dennoch abzahlbar sind.

Beispidl:
Die Menge der rationalen Zahlen ist abzéhlbar unendlich, die Menge der irrationalen Zahlen (und
damit auch die Menge der reellen Zahlen) ist Uberabzéhlbar unendlich.

2.2.8 Konkatenation

Die Konkatenation zweier Mengen S, und S; ist die Menge dler ,, zusammengesetzten“ Elemente
dieser beiden Mengen:

SeS={wues.ves,) (2.19)
2.3 Sprachen

Sei T eine endliche Menge von Symbolen, und e der Operator fir die Konkatenation. Eine Sprache L
ist definiert als Teilmenge der Menge aller Worter Uber diesem Symbola phabet:

0_
2= {e} (das leere Wort)
=% (Worter der Lange 1)
of (2.20)
" = T ex (Worter der Lange n)
= LJOZ (Alle Worter tber %)
o (2.21)
= = ) (Alle Worter Uber X aul3er dem leeren Wort)
n=1
L ist eine Sprache tber dem Alphabet < L < T (2.22)

(3',9) ist dasfreie Monoid iiber 3, wobei die Konkatenation (,.s) die Operation ist. X dient hier als
freies Erzeugendensystem.

Seite 10/ 141



Theoretische Informatik 2

Die Menge aller Woérter iiber einem Alphabet X (entspricht 2) ist abzahlbar unendlich; die Menge
aller Sprachen Uber X ist Uberabzahlbar unendlich.

2.4 Grammatiken

Die zuléssige Form der Sétze einer Sprache nennt man Syntax, die Bedeutung der Sétze wird durch die
Semantik beschrieben. Zur Festlegung der Syntax einer Spracheverwendet man Grammatiken. Eine
Grammatik ist eine Menge von Regeln, die bestimmen, welche Sétze zur Sprache gehdren, und welche
nicht. Man spricht von Chomsky-Grammatiken, wenn eine Grammatik durch vier Angaben definiert
wird: durch eine Menge von Terminal symbolen, eine Menge von Nichtterminal symbolen, eine Menge
von Grammatikregeln und durch ein Startsymbol.

Von einer Grammatik wird gefordert, dass sie ein endlich langer Beschreibungsmechanismus fiir eine
Spracheist. Solche endlich langen Beschreibungsmechanismen kdnnen der Lange nach, und innerhalb
einer Lange alphabetisch geordnet werden. Somit ist die Menge der Grammatiken abzéhl bar
unendlich. Well die Menge der Sprachen aber Uberabzéhlbar unendlich ist, folgt daraus, dass es
Sprachen gibt, die keine Grammatik haben kdnnen.

Wie viele Sprachen gibt es, die eine Grammatik haben?

Well esinsgesamt nur abzahlbar unendlich viele Grammatiken gibt, ist auch die Menge aller
Grammatiken fur eine beliebige Sprache Gber X nur abzéhlbar unendlich. Daraus folgt, dass die Menge
der Sprachen mit Grammatik hdchstens ebenfalls abzéhlbar unendlich ist. ,Hochstens* deswegen, weil
u.U. mehrere Grammatiken die selbe Sprache beschreiben.

Wie viele Sprachen gibt es, die keine Grammatik haben?

Es gibt Gberabzahlbar unendlich viele Sprachen, die keine Grammatik haben. Der Beweis gestaltet
sich recht einfach. Wir haben bereits festgestellt, dass es nur abzahlbar unendlich viele Sprachen gibt,
die eine Grammatik haben. Gébe es ebenfalls nur abzéhlbar unendlich viele Sprachen, die keine
Grammatik haben, so wiirden auch insgesamt nur abzadhlbar unendlich viele Sprachen existieren. Wir
haben aber bereits festgestellt, dass Uiberabzéhlbar unendlich viele Sprachen existieren (Widerspruch!).

2.5 Kilassifizierung von Sprachen

Noam Chomsky hat 1956 eine Klassifizierung der kiinstlichen Sprachen vorgeschlagen, die sich bis
heute erhalten hat. Sie sieht vor, Grammatiken in insgesamt vier verschiedene Gruppen zu
kategorisieren. Jede Gruppe verfeinert die vorhergehende Gruppe, bzw. beinhaltet sie. Zu diesen vier
Gruppen hat sich im Laufe der Zeit eine flinfte Gruppe gesdllt:

Klassifizierung nach Verschiedene Methoden (Klassen), Grammatiken
Chomsky Automaten (Klassen)
Chomsky-3 Endliche Automaten Regulére Grammatiken
- deterministisch
- nichtdeterministisch
Chomsky-2 Pushdown-Automaten Kontext-freie Grammatiken
(Kellerautomaten)
Deterministische Pushdown-Automaten LR(z) — Grammatiken
Chomsky-1 Linear beschrénkte Automaten Kontext-sensitive
Grammatiken
Chomsky-0 Turing-Maschinen Rekursiv aufzéhlbare Mengen
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3 Vorlesung vom 13. April 2000

3.1 Abzahlbarkeit von Mengen, Diagonalisierung

3.1.1 Machtigkeit von Mengen

Mengen sind endliche oder unendliche Ansammlungen von Elementen. Die Anzahl dieser Elemente
einer Menge wird Méachtigkeit oder auch Kardinalitat genannt. Die formale Notation dafiir ist:

|M|=Méchtigkeit der Menge M (3.1

Haben zwei Mengen M, und M, die gleiche Méachtigkeit und existiert zwischen den beiden Menge
eine bijektive Abbildung, gilt aso

M| =M

i 3.2
f:M, > M, |fist bijektiv

so heif3en die Mengen gleichmachtig. Fir den Speziafall, dass eine Menge M gleichméchtig der

Menge der natlrlichen Zahlen [1 ist, soist die Menge M abzéhlbar unendlich. Endliche Mengen sind

immer abzahlbar. Dementsprechend wird eine Menge, deren Méachtigkeit grof3er der Menge der

natlrlichen Zahlenist, fir die es also keine bijektive Abbildung zwischen den beiden Mengen gibt und

die somit nicht abzahlbar ist, Gberabzahlbar genannt.

Einfacher ausgedriickt sind Mengen genau dann abzahlbar, wenn ihre Elemente durchnumeriert
werden kénnen. Dann existiert eine surjektive Abbildung der natiirlichen Zahlen auf die betrachtete
Menge, so dass jedes Element der Menge einer natlirlichen Zahl zugeordnet ist.

3.1.2 one-to-one-Mapping

Dieim vorangegangenen Abschnitt beschriebene Gleichméchtigkeit zweier Mengen kann auch mit
dem Schlagwort one-to-one-mapping illustriert werden. Seien bei spiel sweise folgende Mengen
gegeben:

S = {gerade Zahlen} und S, = {alle ganzen Zahlen} (3.3)
Dann kann S, eindeutig auf S, abgebildet werden mit der Funktion

S - S _ (3.4)

f(2)—i

Es liegt eine bijektive Abbildung zwischen den beiden Mengen vor, so dass die Mengen von gleicher
Mé&chtigkeit (Kardinalitét) sind. Man kann den Begriff one-to-one-mapping verwenden, da jedes
Element der einen Menge genau einem Element der anderen Menge zugeordnet wird und umgekehrt.

Ein weiteres Beispiel sei mit folgenden Mengen gegeben:
S ={ganze, positive Zahlen} und S, ={ganze, negative Zahlen} (3.5)
Auch hier liegt eine eindeutige Abbildung von S; auf S; vor:

S-S

(i) —>-i (39

Folglich sind S; und S, gleichméchtig, was noch einmal durch eine grafische Diagonalisierung
verdeutlicht werden kann.
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T -1
2|2
S e
4|\ 4

Abbildung 1 - Grafische Zuordnung von Mengenelementen

Zur Motivation ist anzumerken, dass die detaillierte Beschreibung dieses Themas als sinnvoll zu
erachten ist, da viele Beweise der kommenden Wochen inihrer Basis auf diesem Vorgehen basieren
und die Begriffe so zu den Essentials der Veranstaltung gehdren.

3.1.3 Abzahlbarkeit rationaler Zahlen

Ein Beispiel fur einen Beweis der Abzadhlbarkeit einer Menge ist die Abzéhlbarkeit der rationalen
Zahlen. Dierationalen Zahlen ist die Menge der Bruchzahlen, die Vereinigung einer Zadhlermenge A
und einer Nennermenge B mit A und B gleich Menge der ganzen Zahlen [ .

p:% mitabell 3.7)

Dies |&fkt sich leicht mit einer einfachen Darstellung und der aus der Mathematik bekannten
Gesetzmaliigkeit beweisen, dass die Vereinigung abzéhlbar vieler abzéhlbarer Mengen (wie die der
ganzen Zahlen) wieder eine abzéhlbare Menge ist.

Jedes Element der Z&hlermenge besitzt eine abzéhlbare Menge von Elementen im Nenner, die Menge
der ganzen Zahlen eben. Ebenso gibt es eine abzéhlbare Menge von Zahlerelementen, so dass man
folgendes unendliches Schema anwenden kann, wobei die Pfeile eine lineare Numerierung bedeuten,
beginnend mit der linken oberen Ecke. Folglich ist die Menge der rationalen Zahlen abzéahlbar
unendlich.

(1.1—=(12) (1.3} ~(14) (1,5
(2.1) (2,2)/(2,3)/(2,4)/(2,5)
(3*1)/(3,2)'/(3,3)/(3,4) (3.5)
(4,1)’/(4,2}./(43) (4.4
(5T’1}|/(5.2}|

Abbildung 2 - Quadratisch unendliches Schema der Bruchzahlen
Formal 181} sich eine Zeile des Schemas folgendermal3en ausdriicken:
F’Z:={E|keD \{0}} fir zel) (38)

Daalle P, abzahlbar sind, ist auch die Vereinigung abzéhlbar vieler solcher Mengen abzadhlbar und
damit die Menge der rationalen Zahlen abzahlbar:
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zell

3.1.4 Uberabzahlbarkeit reeller Zahlen

Die Menge der reellen Zahlen ist die Menge der Dezimalzahlen mit endlichen und unendlicher
Periode. Man kann die Zahlen im Bereich ]0,1] in eéinem Schema anordnen und dann eine Cantorsches
Diagonalverfahren genannte Methode anwenden. I st bereits dieses Intervall nicht abzadhlbar, soist die
gesamte Menge der reellen Zahlen liberabzahl bar.

Nehmen wir zunéchst an, das Intervall sei abzahlbar und es existiere dementsprechend eine surjektive
Abbildung f :N —]0,1] . Sei x, eine Zah! aus diesem Intervall, die sich aus Stellen ay,a,as,..
zusammensetzt:

X = 0, 8181,5...

X = 0, 8y, 85,853: - (3.10)
X3 = 0,85,85,8;. .

Sei nun ¢ eine weitere Zahl aus dem Intervall mit

c=0,cc,C,... (3.11)

wobel sich ¢ folgendermal3en zusammensetzt, also Stellen aus x, neu zusammensetzt (diagonal im
Schema wegen &):

5fura, #5

6= {4fUr a =5 (312)

Somit ist gewdahrleistet, dass ¢ niemals gleich g; ist und mindestensin einer Stelle verschieden. Damit
ist c ungleich jedem beliebigen x,. Wenn das Intervall abzahlbar ist, miifdte ein x; mit x; = ¢ existieren.
Dasist jedoch ein Widerspruch und somit ist das Intervall der nicht abzahlbar. Daraus folgt, dass die
reellen Zahlen ebenfalls nicht abzéhlbar, sondern tberabzéhlbar sind.

Wiirde man diesen Beweis auf die Menge der rationalen Zahlen anwenden, kdnnte man leicht den
Fehler machen und Ubersehen, dass es sich bei x, um Dezimal zahlen mit unendlicher Periode handelt.
Soist bel den rationalen Zahlen das ¢ ebenfalls ungleich jedem beliebigen x,. Allerdingsist ¢ zugleich
auch nicht mehr Element der rationalen Zahlen (sondern der reellen). Die Bedingung der
Abgeschlossenheit ist damit nicht mehr erfillt und somit nichts Uber die Abzahlbarkeit der Menge der
rationalen Zahlen ausgesagt.

3.2 Transitive und reflexive Hulle

3.2.1 Definition
Das Relationenprodukt zweier Relationen R und S wird folgendermal3en definiert:
RS=RoS={(x,y)|3z mit xRz A zSy} (3.13)

Dabel wird gewissermal3en die Transitivitét Uber zwei Relationen hinweg ausgedriickt. Insbesondere
heif} eine Relation transitiv, wenn das Relationenprodukt mit sich selbst wieder Teilmenge der
Relation ist:

RoRc R (3.14)
Ro R={(x,y) |3z mit xRz A ZRy} (3.15)

Bestimmt man dieses Relationenprodukt unendlich oft und vereinigt anschlief?end die
Relationenprodukte, so erhélt man den transitiven Abschluf3 (auch transitive Hiille genannt):
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R =tra(R) = JR"=RURoRURsReRUR' UR"... (3.16)

nx1
Firr R° definiert man die identische, reflexive Abbildung auf der Menge A:
R*={(x,x)|xe A} (3.17)

Die Vereinigung von transitiver Hulle und der identischen Abbildung RO wird reflexive Hille
genannt:

R=R UR = JR'=RURURURUR"... (3.18)

n>0

Ein interessanter Anwendungsfall der transitiven Hille in Verbindung mit einer Relationenmatrix ist
das Wege-Problem, bei dem die kiirzeste Entfernung zwischen zwei Punkten Giber andere Punkte
hinweg gesucht (traveling salesman problem)

3.2.2 Beispiele
Sel R eine Relation mit

R={(12),(22),(23} (3.19)
auf der Menge A mit

A={1,2,3 (3.20)
Dann ergibt sich die transitive Hillle R* von R folgendermallen

R"={(12),(13),(22),(23)} (3.21)
und die relfexive Hille R* entsprechend

R ={(11,(12),(13),(22),(23),(33)} (3.22)

3.3 Endliche Automaten (FSM, DFA)

3.3.1 Veranschaulichung und Darstellung

Ein Automat kann als eine Blackbox, beispielsweise als Modell eines elektrischen Schaltwerks
betrachtet werden. Fittert man den Automaten mit einer Eingabe, kann er diese akzeptieren oder nicht
akzeptieren. Damit lassen sich Eingaben in die Gruppe der erkannten und die Gruppe der nicht
erkannten Worter einordnen, wobei die Menge der erkannten Worter die Spracheist, auf die der
Automat halt.

Mit Hilfe eines Automaten 183 sich also eine Sprache definieren, genau wie bei der Definition einer
Grammatik, nur dass bei der Grammatik die Worter der Sprache gewissermal3en al's Produkt entstehen,
wahrend der Automat die Eingabewdorter auf ihre Zugehdrigkeit zu der betrachteten Sprache prft.

Wie beschrieben, erkennt ein Automat eine Sprache L < X" . Das l&uft so ab, dass der Automat ein
beliebigen Wort x1x,...x, als Eingabe erhalt und Zeichen fir Zeichen gema Ubergangsfunktion
abarbeitet. Er wechselt dabel so lange den Zustand, bis das letzte Eingabezeichen erreicht ist. Befindet
sich der Automat dann in einem Endzustand, dann gehdrt das Eingabewort zur Sprache L. Befindet er
sich in einem anderen Zustand, gehdrt das Wort nicht zur Sprache L.

Verdeutlicht wird das Prinzip durch eine bildhafte Darstellung wie folgt. Dabei lief3t der Automat uber
einen Lesekopf die Eingabe vom Eingabeband und wechselt entsprechend der Ubergangsfunktion
zwischen den Zusténden. Tritt der Automat in einen Endzustand, so wird dies hier durch ein Signal
vermerkt.
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|..lalal|blal|b|blalal |

~ Lesekopf

Alusgabe bei
Endzustand

N
endlicher Automat | (‘

mit Zustanden

Abbildung 3 - Prinzip eines endlichen Automaten

Die Ubliche anschauliche Notation eines endlichen Automaten ist der Graph. Eine Kante verbindet
Knoten, die den Zustdnden entsprechen. Fur jedes Zeichen des Eingabeal phabets gibt es eine eigene
Kante, die vom jeweiligen Zustand zu einem Folgezustand fihrt.

3.3.2 Definition

Ein deterministischer endlicher Automat auch Finite Sate Maschine (FSM) oder Deterministic Finite
Automation (DFA) genannt, setzt sich aus flinf charakteristischen Eigenschaften zusammen, so dass
ein solcher Automat ein 5-Tupel darstellt:

M =(Q.%,5,q,.F) (3.23)

Dabei bezeichnet Q die Menge der Zusténde, T das Eingabeal phabet, § die Ubergangsfunktion, ¢o den
Sartzustand und F die Menge der Endzusténde. Ausfuhrlicher haben die 5 Elemente folgende
Funktionen:

o Qist eine endliche Menge von Zustéanden (daher der Namel!)
e XY ist eine endliche Menge von Eingabesymbolen, das Eingabeal phabet

e §:QxX— Qist eine Ubergangsfunktion (kartesisches Produkt von Zustand und Eingabesymbol),
die einem Zustand und Element des Eingabeal phabets einen Folgezustand zuordnet

e (o ist der Startzustand des Automaten mit g, € Q
o Fist eine Menge von Endzustdnden (akzeptierende Zustande) mit F < Q

Charakteristisch fur diesen Automatentyp (es gibt auch weitere wie wir spater sehen werden) ist, dass
jeder Kombination aus Zustand und Eingabesymbol ein eindeutiger Folgezustand zugeordnet wird.
V erschiedene Kombinationen kénnen jedoch auf den gleichen Folgezustand zeigen.

3.3.3 Erweiterung von §:QxX—»Q auf 6 :Qx2" > Q

Um Woérter auf ihre Sprachzugehdrigkeit zu prafen, ist es sinnvoll, als Eingabe fur eine
Ubergangsfunktion nicht nur einzelne Zeichen sondern ganze Worter zuzulassen. Diese neue
Ubergangsfunktion wird dann 8" genannt. Da sie auf dem freien Monoid X arbeitet, kann sie auch das
leere Wort verarbeiten. Prinzipiell handelt essich bei 8" um eine rekursive Mehrfachausfiihrung des
einfachen 3.

Es gelten folgende Axiome:

5 (9,€)=q (3.24)
5 (g,a)=05(q,a) VqeQ,vaez, (3.25)
5(9,8,8,,..,a,)=5(5 (q,a,8,,-,8,4),8,) (3.26)
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Zur Vereinfachung der Notation legt man fest, dass
5 (3.27)
Daraus folgt, dass die akzeptierte Sprache des Automaten M =(Q,X,0,q,,F) definiertist als
T(M):={x|xeX" A 5(¢,x)eF| (3.28)

3.3.4 Beispiel eines endlichen Automaten

Ein Beispiel eines endlichen, deterministischen Automaten sei ein Automat, der eine Sprache erkennt,
die aus einer beliebig langen Folge von ab besteht:

T(M):={(ab)" n>1 (3.29)

Mit Hilfe eines Induktionsbewei ses, der ausfihrlich am néchsten Vorlesungstag behandelt wird, kann
die Korrektheit des folgenden Graphen bewiesen werden:

Anfangszustand

Endzustand

Abbildung 4 - Beispiel eines endlichen Automaten
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4 \Vorlesung vom 18. April 2000

4.1 Beweis eines DFA (deterministischer endlicher Automat)
Bereitsim letzten Protokoll wurde unser Beispielautomat vorgestellt. Er erkennt die folgende Sprache:
T(M):={(ab)" |n=1fc =" (4.1)

Der Automat selbst ist in der folgenden Abbildung graphisch dargestellt:

Anfangszustand

Endzustand

ahb

Abbildung 5 - Beispiel eines endlichen Automaten

4.2 \Vorgehensweise

Was haben wir nun zu tun, wenn wir beweisen wollen, dass der gezeigte endliche Automat wirklich
die Sprache T(M) akzeptiert? Wir missen zeigen, dass der Automat wirklich nur fur die Zeichenfolgen

im Endzustand ¢, € F ={q2} landet, diein der Sprachspezifikation (4.1) angegeben wurden.
Die allgemeine Vorgehensweise lautet fir einen solchen Beweis dann wie folgt:

1. Aufstellen von Induktionsbehauptungen fir jeden Zustand des endlichen Automaten, also fur
jedes ge Q. Die Induktionsbehauptungen haben die allgemeine Form

3(Gy, %1%, ) =@ < {Bedingung fiir Erreichen des Zustandes} (4.2

Beweis der Behauptungen per Induktion

Beweis der gewiinschten Spracheigenschaft durch folgende Aquivalenz. Mit ,, gewiinschter
Sprachspezifikation* ist eine Beschreibung von x;...x, in der Form gemeint, dass x, ... x, die
gewlinschte Sprache darstellen.

X...% €T (M) < {gewlnschte Sprachspezifikation} 4.3)

Bei oberflachlicher Betrachtungsweise fragt man sich leicht, wieso es nicht reicht, die
Induktionsbehauptungen fir die Endzustdnde zu beweisen. Dies liegt daran, dass die Endzustdndei. d.
R. nur Uber andere Zusténde erreicht werden kénnen, deren Eigenschaften also auch bewiesen werden
muissen.

4.2.1 Beweis des Beispiels

Zu zeigen:

Wir haben zu zeigen: T(M) = {(ab)"|n21}

Wir stellen nun zunéchst die Induktionsbehauptungen geméR (4.2) auf. Hierzu betrachten wir im

Transitionsdiagramm (Abbildung 5) jeden einzelnen Zustand und Uberlegen uns, wann (fir welche

Seite 18/ 141



Theoretische Informatik 2

Eingabefolgen) dieser Zustand erreicht werden kann. Diese Uberlegungen fiihren uns zu den
folgenden Behauptungen:

4.2.2 Induktionsbehauptungen:

n-1

S(Ops %, .. X,) = <> nungerade A x,...%,, =(ab)2 Ax,=a (4.9
5(0p,%,... %) =0, <> ngerade A x...x, =(ab)? (4.5)
O(0y, %--- X, ) =03 & X...%, [ "sonst” (4.6)
(0o %+ %) # G (4.7)

Als Erlauterung der Induktionsbehauptungen betrachten wir (4.4): Nach dem Transitionsdiagramm
kann g, nur dann erreicht werden, wenn — ausgehend vom Startzustand g, - eine, ab*-Folge mit

abschlielfendem , & a's Eingabezeichenkette vorliegt (z. B. ,,ababababa"). Die Anzahl der Zeichen ist
hierbei stets ungerade.

4.2.3 Induktionsverankerung:

Wir beweisen durch Induktion Uber die Lange der Eingabefolgen und wahlen n=1 (also eine
Zeichenkette der Lange 1). Wir zeigen fur die einzelnen I nduktionsbehauptungen deren Richtigkeit fir
n=1:

zu (4.4) 5(q0,xl):oﬂ<:>xl=a<:>x1:(ab)ga

zu (4.5) 5(0p,% ) = g, tritt nicht auf (siehe Erlauterung)
Zu (4.6) 5(0p,%) =0 < X =b<e x ="sonst"

zu (4.7) 5(0. %) # G, (Siehe Erlauterung)

Hierzu folgende Erlauterungen: Die Aquivalenzen sind nattirlich dadurch zu zeigen, dass man die
Implikationen sowohl von links nach rechts (=) als auch von rechts nach links (<) begriinden muss.

Zum Falle von (4.5) ist zu sagen, dass zunachst (, = *) der Fall, mit n=1 (nur eéinem Zeichen) g, nicht

zu erreichen ist. Damit ist die Prémisse falsch, die Implikation also wahr. Die andere Richtung (,, <*):
nist ungerade, damit ist wiederum die Prémisse falsch und die Implikation wahr.

Zu (4.7): Nach dem Transitionsdiagramm wird g, bereits mit einem Eingabezeichen verlassen und
kann nie wieder erreicht werden.
4.2.4 Induktionsschritt (n—n+1):

Wir nehmen hier eine Fallunterscheidung vor. Solche Fallunterscheidungen sind in

I nduktionsbewei sen von endlichen Automaten haufig vorzunehmen. In unserem Falle bietet sich eine
Fallunterscheidung nach dem Kriterium ,,n gerade?* an, da dieses Kriterium in unseren

I nduktionsbehauptungen eine Rolle spidlt.

Fall 1. n+1 gerade, n ungerade
Zu (4.9):

Def. von &
(G X XX ) =0 = 5{5(qo,x1---xn),me (4.8)
R

=0V
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Wieist das nun zu lesen? Um nach g, zu kommen, muss man nach dem Transitionsdiagramm im
vorletzten Schritt in g, oder g, gewesen sein.

Weil nun n+1> 2= n2>1gilt, kann kann Fall g, schon mal nicht vorkommen. g, kann nicht

vorkommen, weil n ungerade ist. Damit gilt die Pramisse von (4.4) nicht und die Implikation von links
nach rechts ist wahr. Liest man (4.4) von rechts nach links, dann gelten q,/ g, ebenfalls nicht und

damit ist die Aquivalenz (4.4) insgesamt gezeigt.
Zu (4.5):

Def. von §
5(Up X XX ) =0 = 5[6(qo,x1.--xn),xn+1} (4.9)
NS AY

=4
Wieder haben wir das Transitionsdiagramm betrachtet und sind diesmal nur auf g, als letzten
maoglichen Schritt gestofien.
Wir betrachten nun zunéchst den Weg von links nach rechtsin (4.5):

Def. von &
F(Gps Xy XX ) =0 = 5[5(qo,x1---xn),xm]
R

=4
v n-1
=X...x,=(ab) 2 anx,, =b
n+l

= %...%,, =(ab) 2

Natirlich muss auch der Riickweg gezeigt werden. Dies funktioniert aber anal og:

JuN

nungerade AX,...X ., = (ab)%

n+l

= n+1lgerade AX,...X,, =(ab) 2

n-1

= n+1lgerade A X,...X,, =(ab) 2 ab

v
=6(Gpy X %)= G A X, =b
Def .6,V

= 5(G % X%1) =02
Damit haben wir die Aquivalenz gezeigt.
Zu (4.6):
Hier ergibt sich:

Def. von &
(O X XXy ) =0 = 5[5(qo,x1--.><n),xm] (4.10)
%,—J

=0oV VG Va3
Wie zuvor scheidet g, aus, da n>1 und g, scheidet aus, weil n ungerade ist.
» =" Wir wahlen zunéchst den Schritt von links nach rechts:
1.1(ql)
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(G % %)=
g)g...xn:(ab)%la/\xml:a
= X... %X, 0 "sonst”
1.2 (g3)
(0% %,) =0
g)ﬁ...)g["sona"A(xM:av X1 =D)
= X... % X, J"sonst"
» <" Jetzt beweisen wir den Rickweg und beachten zuvor die folgende Regel:
X ... X, 0 "sonst”
= X;...%, [] =sonst v X,...x, [] sonst
[1.1(not sonst)
X ... X, [ —sonst

n ungerade
\%

= X...X% =(ab)

n-1

= 50X %)= A%, =2

:>5(QO!X1--~)§1+1):5{5(q01)(1'~-xn)1aJ2q3
|

G
I1.2 (sonst)
X... X, [ "sonst"
v
=50 %..X,) =03

Def &
Transitionsdiagr .

= 5(0 % %) =5 (S (o X %, ). %00 ) = O3
zu (4.7):
S (O, %, --- X1 ) =0y ist ein Widerspruch, da n+1> 2. Damit kann dieser Fall nicht vorkommen.

Fall 2: n+1 ungerade, n gerade
Dieser Fall ist ganz analog wie Fall 1 zu behandeln:
Zu (4.9):

Def §
F( s Xy XXy ) =0 = 5[5(qo,x1---xn),xn+1J
| S ——

GoV 02
g, scheidet nach der Induktionsannahme aus, weil n>1 gilt.

Def &
(X X)) = A Xy =8
v n

oX...x =(ab)zax,, =a

S X X%, =(ab)2a
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Zu (4.5):
Esgilt:

S (G X % %01) =0 =8| (G X%, )5 X
—_—

%4
= (g, % X,,1) = Gy A N gerade
Auch dieser Fall scheidet aus, weil n ungerade ist.
Zu (4.6):
Dieser Fall ist ahnlich wie beim Fall n ungerade zuvor
zu (4.7):
Ist genauso wie oben.

4.2.5 Beweis der Sprachaquivalenz

Wir missen nun noch mit Hilfe der aus dem Induktionsbeweis gewonnenen Erkenntnis, wann die
Endzusténde erreicht werden, zeigen, dass der endliche Automat aus Abbildung 5 tatséchlich T(M)
realisiert:
X..X, €T(M)  <6(0y,%...%)eF
< 6(0%...%,)=F
md';:B:Ndel...xn = (ab)g AN gerade (4.11)
=T(M)={(ab)"|n>1}
0
4.3 Nichtdeterministische Endliche Automaten (NFA)

Neben den deterministischen endlichen Automaten (DFA) existieren auch nichtdeterministische
endliche Automaten (NFA), die sich dadurch auszeichnen, dass bei einem Zustand bei demselben
Eingabesymbol keine, eine oder mehr Transitionen erlaubt sind.

Die nichtdeterministischen Automaten sind insbesondere ein niitzliches Konzept zum Beweis von
Sétzen. Weiter wird sich zeigen, dass die NFAs &quivalent zu den DFASs sind. Insbesondere kann man
auch DFAs als einen Spezialfall der NFAs auffassen, namlich als einen, bel dem es je Zustand eine
einzige Transitions flr jedes Symbol gibt.

Um zu bestimmen, ob eine bestimmte Zeichenkette w von einem DEA akzeptiert wird, gentigt es,
diesen einen Pfad zu priifen. Bel einem NFA kann es viele Pfade geben, die mit w markiert sind. Hier
missen also alle Pfade Uberpriift werden.

4.3.1 Formale Definition
Definition (NFA):
Ein nichtdeterministischer endlicher Automat ist ein Quintupel M = (Q,Z, 0,0y, F) mit:

1. Qist eine endliche Menge von Zusténden

2 ist eine endliche Menge von Eingabesymbolen

3. @, €Q istder Anfangszustand

4. F cQ ist die Menge der Endzustdnde (= akzeptierten Zustéande)
5

J:QxXT — P(Q) =2° (Potenzmenge) ist die Ubergangsfunktion
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Wichtig hierbei ist, dass die Ergebnismenge der Ubergangsfunktion
5([ P, Py pj],a) =[1. 15,1, ] nun also die Potenzmenge von Q ist.  liefert jetzt also immer

eine Menge von Zustanden. Dabei bedeutet 5(q,a) die Menge aller Zustande p, fir die eseinen mit a

markierten Ubergang von ¢ nach p gibt. §(0,a)=@ € P(Q) bedeutet, dass der Ubergang fir (q,a)
undefiniert ist.

4.3.2 Erweiterung von des NFA

Die Funktion  kann folgendermassen auf eine Funktion * ausgedehnt werden.
Definition ( *):

(Erweiterung von 6:QxX — P(Q) auf & :QxX" — P(Q)):

1. & (a.e)={q}e2?

2. & (a,x)=05(q,x) vXxeX

3. s(ax..x%.)= U (pPx.)

pes” (A %,)
4. Konvention: & 5
4.3.3 Die vom NFA erkannte Sprache
Definition (vom NFA erkannte Sprache):
Sei M =(Q,%,5,0,,F) ein nichtdeterministischer endlicher Automat (NFA). Dann heift
T(M)::{x|XGZ* A(0(0p,X)NF ¢@)} die von M erkannte Sprache.

Anmerkung: Diese Definition impliziert, dass es wenigstens einen Weg von Startzustand aus geben
muss, mit dem man Uber das Wort x in einem Endzustand |andet.

4.3.4 Beispiel eines NFA

Wir betrachten den NFA, der die Sprache L = {(ab)n In> 1} v {(abb)n n 21} akzeptiert:

a
.--"/r_d_____\___\-_x“'“*-;
N A .
- \\ l(_/ -, y - —
/ a . / ,-fl N, \
N (D e A ¢ (O
b, J h, A W, ey
\““—»,___.:‘// \“x____..// \\\::__;z I
4« i —
(/ \\l b e b !/ \_\
/ Y
% 4 s s
., /;’ / \
“*-n___{ — ' - —
RHH_\__ -'_——_'___d_‘,_/"'-r
_— : T

Abbildung 6 — Beispiel eines NFA
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Aus diesem Transitionsdiagramm kann man nun die folgenden Transitionen erkennen:

5(0,€) =1}

J(,2) ={, %}

5(0,ab)={a,,q,} (4.12)
J(6,aba)={cy}

&(0,abb) = {}

Um diese zu erhalten, geht man wie folgt vor (wir betrachten das Beispiel &(d,,ab) — &(0,,aba)):

Betrachte die beiden Zusténde ¢, und g, aus 5(q0,ab) . Wohin gelangt man jeweils bei einer weiteren
Eingabe von ,,a*? Von g, aus gelangt man nach g, (also bilde die Menge { a.} ), von g4 aus gelangt man

mit ,a" nirgendwohin (bilde die leere Menge {}). Dann vereinige die gefundenen Ergebnismengen. Es
ergibt sich dieMenge {qu}. Also gilt: 5(q,,aba)={q,} .
Wir beweisen nun bei diesem NFA, dass er die Sprache L ={(ab)"|n>1} u{(abb)"[n>1} abbildet.
Wir verwenden hierbei Induktion.
Induktionsverankerung (n <= 2):
VN<2:5(0,%... %) NF =D
&0, e8(0 % .- %,)
& X...x, =ab
Induktionsschritt:
Man beweise durch Induktion Yn> 3:

O 26(0o X %,)
0 €5 ( s X... %, ) < N ungerade Axl...xn:(ab)%la
, €6(0,%,...%,) < ngerade /\)(1...Xn=(ab)g
0 €6(0,%... X, ) = n=3m+1 A)(l...xn:(abb)%la
0, €6 (0, %... %)< N=3m+2 /\xl...xn:(abb)%zab

0 e5(q0,x1...xn)© nN=3m AX...X, =(abb)g
Diese Behauptung muisste nun per Induktion formal bewiesen werden.
Gesamtbeweis
Zusammenfassend mit dem gelungenen Induktionsbeweis folgt also:
vn=3: x...X eT(M)

Def .T
= S( X %) NF =D
Def .F
=N 0 €5 (s X%, )V G5 €5 (0o, % %) (4.13)
Induktionsbew. n n
= X...% =(ab)2 v x...x, =(abb)3
= T(M)={(ab)"|n>1} {(abb)'|n>1}
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5 Vorlesung vom 20. April 2000

5.1 Uber die Aquivalenz von DFA und NFA*

Dajeder DFA ein NFA ist, ist es klar?, dass die Klasse der Sprachen, welche ein NFA akzeptiert die
Sprachen enthélt, die von einem DFA akzeptiert werden. Es stellt sich jedoch heraus, dass auch nur
diese Sprachen von NFA akzeptiert werden. Der Beweis dafiir baut darauf auf, dass gezeigt werden
kann, dass ein DFA einen NFA simulieren kann. (Fur jeden NFA kann ein equivaenter DFA
konstruiert werden.) Der DFA simuliert einen NFA indem die einzelnen Zustdnde des DFA den
Mengen von Zustdnden des NFA entsprechen. Der so konstruierte DFA Uberwacht all die Zusténde,
die der NFA durch die selbe Eingabefolge erreichen (wie der DFA) kdnnte. Somit gelangt man zu dem
folgendem Theorem:

5.1.1 Theorem

Wenn L eine akzeptierte Sprache fir einen nichdeterministischen endlichen Automaten ist, dann
existiert ein deterministischer endlicher Automat, der auch L akzeptiert. In anderen Worten: Sei

L c X" eine Sprache, dann sind folgende Aussagen gleichwertig:
1. L=T(M,) fur einen deterministischen endlichen Automaten M,

2. L=T(M,) fir einen nichtdeterministischen endlichen Automaten M,

5.1.2 Beweis des Buches

Sei M =(Q,%,5,q,,F) ein NFA, welcher die Sprache L akzeptiert. EinDFA M '=(Q"%,5",9',,F )
sei dann wiefolgt definiert: Die Zusténde von M ' sind alle Teilmengen der Menge der Zusténde von
M. Das heif}t: Q'=2°. M 'wird ale Zustdnde behandeln, welche auch M behandeln kann. F'ist die
Menge, der Zusténde von Q', welche einen Endzustand von M enthalten. Ein Element von Q'wird

dargestellt, as [, 0,....,G |, wobei q;,0,,...,q aus Q stammen. Zu beachten ist, dass [q,,0,.....G |
ein einziger Zustand des DFA darstellt. Weiterhinist g, =|q,].

Wir definieren nun:

5'=([o %0 ).2) =] P v P | (5.1)
dann und nur dann, wenn:
§=({o %0 }2) = {Pi Poreos Py} (5.2)

In anderen Worten, &' angewendet auf [q,,0,,...,0 | von Q'wird berechnet, durch anwenden von

o auf jeden Zustand von Q, welcher durch [c:,l,qz,...,qi ] reprasentiert wird. Durch das Anwenden von
6 auf dle q,,q,,...,q und vereinigen der Ergebnisse, erhalten wir eine neue Menge von Zustanden,

Py, Pys-.., P; - Diese neue Menge hat einen Vertreter [pl, [T pj] in Q" und dieser ist der Wert von
5'=([0 GG ).

Es lasst sich nun durch Induktion Gber die Lange eines Eingabestrings x zeigen, dass

5'(9'6, %) =[ % %s---, G ] (5.3)

1 vgl.: INTRODUCTION TO AUTOMATA THEORY, LANGUAGES AND COMPUTATION by John E.
HOPECROFT and Jeffrey D. ULLMAN pages 22f

% Ein DFA ist ein Spezialfall des NFA, bei dem es fir jeden Zustand eine einzigartige
Ubergangsfunktion fiir jedes Symbol gibt.
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dann und nur dann gilt, wenn:

5 (0, X) = {0, Gy, O } (5.4
I nduktionsverankerung:
Man sieht leicht, dass fiir |x = Odie Behauptung gilt, da q', =[q, ] und xgleich & sein muss,

I nduktionsschritt:

Angenommen, die Behauptung ist wahr fir Eingaben der Lénge < m. Weiterhin sei xa eine Kette der
Lange m+1 mit ain X. Dann gilt:

§'=(a',xa)=5"(5"(a%.x).a) (5.5)
Aufgrund der Behauptung ist:

50’ X)=[ Py Pyoeer By ] (5.6)
dann und nur dann wahr, wenn:

5(d0,x)={py, 0., P} | (5.7)
gilt. Doch mit der Definition von &'gilt:

5'([p1, pz,...,pJ,a):[rl,rz,...,rk] (5.8)
dann und nur dann, wenn:

6({p1, pz,...,pj},a):{rl,rz,...,rk} (5.9)
gilt. Somit ist:

5'(a'g.xa)=[r, ... ] (5.10)
dann und nur dann, wenn:

S (0, X@) = {1,001} (5.12)

und das unterstiitzt die Behauptung. Um den Bewel's zu vollenden, muss nur noch hinzugefiigt werden,
dass 5'(q'y,X) genau dann zu F ' fuhrt, wenn &(q,,X) einen Zustand von Q enthalt, der in F liegt.
Somitist L(M)=L(M")

Soweit der Beweis des Buches, in der V orlesung haben wir den Beweis nur geringfiigig anders gehért.

5.1.3 Beweis der Vorlesung

Zur Wiederholung hier noch einmal den zu beweisenden Satz: Sei L < X" eine Sprache, dann sind
folgende Aussagen gleichwertig:

1. L=T(M,) fur einen deterministischen endlichen Automaten M,
2. L=T(M,) fir einen nichtdeterministischen endlichen Automaten M,

» Hinrichtung*:
Zuerst zeigen wir hier, mit einfachen Definitionen, aus 1 folgt 2. Gegeben sei ein DFA
M, = (Q1,2,51,q0(1),F1) mit &,:Q, x < — Q,. Dieser Automat akzeptiert die Sprache L =T(M,) nach

Definition. Nun definieren wir uns dazu einen NFA M, =, (Ql,z,éz,qo(l),Fl) mit einer

Ubergangsfunktion &,:Q, x< — P(Q)).
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Diese Ubergangsfunktion ist wie folgt definiert:
5,(9,0) = {51((],0')} (5.12)

Aus dieser Definition folgt nun schon, dass M, ein nichtdeterministischer Automat ist. Der einzige

Unterschied zum DFA besteht darin, dass die Ubergangsfunktion so definiert ist, dass sie eine Menge
von Folgezustanden liefert. In unserem Fall sind dies jedoch alles einelementige Mengen.

Durch Induktion Gber alle n> 0kann man dies zeigen:

5, (Gor %+ %) ={P} < 6,(Gp, %%, )= P

fl

xeT(M,) < 5,(Gp, X)NF %0
= Jp: 3,(0, X) = { p} ch (5.13)
=S Jp: 5,(%.X)=peF,
< xeT(M,)

:>T(M2):T(Ml): L

In diesem Beweis ist ausgenutzt worden, dass ein Wort nur dann von einem NFA erkannt wird, wenn
die Menge von { p} eine Teilmenge von F, ist. Dies bedeutet fur einen gleichwertigen DFA, dass

dieses p e F, sein muss, um akzeptiert zu werden. Dies war bei uns nach Definition der Fall.

Ruckrichtung:

Nun bleibt noch zu zeigen, dass der umgekehrte Fall gilt. Sprich, wir haben einen NFA gegeben und
wollen daraus einen DFA konstruieren. (Aus 2 folgt 1): Hier sei ein NFA M, :(Q2,2,§2,q0‘2’,F2) mit
einer Ubergangsfunktion &, : Q,xx X — P(Q,) gegeben. Auch dieser Automat soll nach Definition die
Sprache L=T(M,) akzeptieren.

Wir definieren nun einen DFA M, wiefolgt:

M, =or (P(Q). .6, {0}.F,)

F =0 {A|A; QA (ANF, ¢®)} =FcP(Q)
5,:P(Q,)x= > P(Q,)
5,(Ac)=Jd(p.o).o ez, AcP(Q)

peA

(5.14)

Der so definierte Automat ist ein deterministischer endlicher Automat. Nun bleibt zu zeigen, dass
jeder Zustand, den der DFA erreicht, der Menge von Zustéanden entspricht, die der NFA erreicht hétte:

51({q0(2) } , x) =5, (qo(z) , x) vxex' (5.15)

Dieswird wieder durch Induktion Uber die Lange der Eingaben bewiesen.
I nduktionsbehauptung:

S ({a”} %% ) =86 %0, (5.16)
I nduktionsver ankerung (n=0):
51({q0<2>} ,g) = 5,(0,?,£) Man sieht leicht, dass fiir leere Eingaben der Definition der & -Funktion

(2

nach das selbe Ergebnis (das Bleiben im Startzustand ¢, ') erreicht wird.
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Induktionsschritt (n— n+1):

8 ({0} %+ %X

a(af{a”hoxx ) %

= 51(52(QO(2)7X1"'Xn)’Xn+1)
= U alpxa) (5.17)

p<dy (a0 x|

= 52(qo(2)1X1"'Xan+1)

Bei diesem Beweis haben wir folgendes Wissen angewendet. Da es ein DFA ist, nimmt man den
Zustand, der mit den ersten n Symbolen (Von diesen wissen wir aufgrund der Behauptung, dass fur
diese die Ubergangsfunktion &, gleichwertig mit &, ist.) erreicht hat und vereinigt diesen mit dem
Zustand, der durch das n+1. Symbol erreicht wird. Und die Vereinigung der Teilmengen der ersten
{1...n} Symbole zusammen mit dem Symbol x,,, ist gleichbedeutend mit der Ubergangsfunktion

6, angewendet auf die Symbole {l. ..n+ 1} . Nun ist noch zu zeigen, dass auch die selben Worter
akzeptiert werden.

vxeZ xeT(M,) < 52<q0(2),x)mF2¢®
=N 52(q0(2),x)e F
=N 51({q0(2)},x)e F (5.18)
< xeT(M,)
:>L=T(|V|2) = T(Ml)

Auch dieser Beweisist wieder mittels der Definitionen von 6, geftihrt worden.

Somit steht fest, dass es fir alle nichtdeterministischen endlichen Automaten M =(Q,X,5,0,,F) ein

deterministischer endlicher Automat M '=(Q",%,6,q',,F ") existiert fur den die folgenden zwei
Aussagen gelten:

1L T(M)=T(M")
2. Q=2

Die erste Aussage haben wir eben bewiesen. Die zweite Aussage folgt aus der Betrachtung der
madglichen Potenzmenge. Hier der kurze Induktionsbeweis.

I nduktionsbehauptung:

Fur alle n>0 mit [S|=n gilt |P(S)[=[2°|=2%.
I nduktionsver ankerung:

Firr n=0 gilt P(S)={@}, |P(8)|=1=2".
Induktionsschritt (n— n+1):

Bei der Betrachtung der Symbole {s,...,s,,s,., | steht folgendes fest. Die Anzahl der Teilmengen ohne
s,,, betragt 2". Die Anzahl der Teilmengen mit s,,, betrégt 2". Zusammen gibt dies:
2"+ 2"=2.2"=2"" Damit ist die Behauptung gezeigt.
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5.1.4 Beispiel 1 (Konstruktion eines DFA aus einem NFA)

Abbildung 7 — ein nichtdeterministischer, endlicher Automat M

Dieser Automat akzeptiert offensichtlich die Sprache T(M )= {(ab)n [n> 1} U {(abb)n In> 1} .

Ein deterministischer endlicher Automat kénnte so aussehen:

& ) a {qd.}
aabQ/

Abbildung 8 - Der DFA, der zu' M aquivalent ist

In diesem Beispiel hat der DFA M ' 9 Zustande, wéhrend der NFA M 6 Zusténde hatte. Und das
liegt noch einiges unter den maximal 2° mdglichen Zustanden.
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5.1.5 Beispiel 2 (Konstruktion eines DFA aus einem NFA)

Hier nun ein etwas komplexeres Beispiel. Es soll ein NFA umgewandelt werden, der die Sprache
L, ={02)" -{1}-{0,2}° akzeptiert. Ein solcher NFA kann so aussehen:

0 1 1 0.1

N

0,1
Abbildung 9: NFA zur Sprache L,

0,1 3 0,1 A

Einen DFA fir die Sprache bildet dann:

0 0 {0.3,4} %1 exitvon 10,3}
" 0 023 < o
140,134 —=» exitvon {0,1,3}

{0} 1, {0,1} 1, {0,1,2}

\ 0 10,2,3,4} 40’1b exit von {032:3}
(0.12.3} <
0 Tl 0sa/— 0L exitvon {0,1,2,3}
0 (02,4} 0.1 » exit von {0,2}
0 | 02 ’

{02} —+ {01,3}

: L 0.1
0 (0124} —>=» exitvon {0,1,2}

{0,3} —{0,1,4}

exit von {0,1}

0

¥

{0.4}

Abbildung 10: der aus dem NFA erzeugte DFA fiir die Sprache L4

Bel diesem Beispiel bendtigt der NFA 5 Zusténde, der DFA jedoch 16 Zustande. Es stellt sich nun die
Frage, ob diese Konstruktion auch wirklich minimal ist.

5.2 Satz Uber die Minimierung von Zustanden
Fur ale n>1 gilt: Die Sprache L, = {O,l}* ~{1}-{0,1}”7l kann von einem nichtdeterministischen

Automaten mit (n+1) Zustanden akzeptiert werden. Dann folgt fir jeden deterministischen
Automaten M =(Q,%,5,0,,F) mit der Sprache L, =T(M) =|Q[>2".

Beweis:

Sel L, = {O,l}* {1 ~{O,1}"{L gegeben. Weiterhin auch ein NFA M der diese Sprache akzeptiert, also
L, =T(M). Ein Graph dieses Automaten kann wie folgt aussehen:
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0.1

1 0.1, 0.1

Abbildung 11: NFA fir die Sprache Ln

Sei nun weiterhin M =(Q,X,5,q,,F ) ein DFA, der die selbe Sprache akzeptiert, also L, =T(M).

Behauptung: Jedes Wort des moglichen Eingabeal phabetes (von 2" mdglichen Wortern) muss von
dem Automaten unterschieden werden kénnen.

VX, ye{01": x#y=5(0y, X) # (0, Y) (5.19)

Angenommen zwei gleichlange Wérter aus {0, 1}" , die unterschiedlich sind (d.h. sie unterscheiden
sich nach einigen gleichen Zeichen an einer Stelle, danach folgt ein Wort z) hétten dieselben
Nachfolgezustande.
xye{0l" Ax=y
= Xx=x 112
y=y, 0 z (5.20)
%] =[%
angenommen: (0, X)=5(0,Y)

Dann werden entweder beide Worter akzeptiert, oder aber keines. In beiden Fallen macht der Automat
einen Fehler.

= 5(q0,x1 1z O”"Z"l) = 5(q0,x 0”’1"2‘)

- 5(5(q0,x),o”+‘2‘) = 5(5(%,y),0”+‘z‘)

= 5 (qo,y 0”'1"2‘) = (qo,y1 z O”'l"z‘) (52
= xllﬂ”:l_"i‘eT(M) 2N yloﬂeT(M)

n-1 n-1

Der Widerspruch liegt darin, dass x 1 z 0" Element der Sprache L, ist, y, 0 z 0"*" jedoch
nicht, trotzdem wird fir beide Worter die selbe Entscheidung getroffen, folglich bendtigt man fir
unterschiedliche Eingabeworter unterschiedliche Zustéande. Die maximale Anzahl der Zusténde

betragt, wie schon vorher gezeigt 2".
x 1z 0™ el
y, 0z 0" gL,

. 5.22
= VX, ye{01}" :x#y=5(0,X)#5(0Y) (5.22)

fo”

=2"=|Q[>2"
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6 Vorlesung vom 25. April 2000

6.1 Nachtrag zur vorherigen Vorlesung
Gegeben ist die folgende (regulédre) Sprache:
T(M)={(ab)"[n>1} {(abb)"[n>1| 6.

Korollar:

Esgibt fir jede dieser Sprachen einen nichtdeterministischen, endlichen Automaten, welcher mit n+1
Zustanden auskommt:

vn>1:

ANFAM=(QZ,6,0,,F) mit L, =T(M)A|Q=n+1 2

Es gibt fUr jede dieser Sprachen einen deterministischen, endlichen Automaten, welcher mit weniger
as 2™ Zustéanden auskommt:

vn>1:

ADFAM=(QX,5,0,,F) mit L, =T(M)a|Q<2" (6.3)

Jeder deterministische, endliche Automaten, der eine dieser Sprachen beschreibt, besitzt mindestens 2"
Zustande.

vn>1:
v DFAM=(Q,6,0,F): L,=T(M)=[Q[>2"

n

(6.4)

Satz:

Esgibt fur jede dieser Sprachen einen nichtdeterministischen, endlichen Automaten, welcher mit n
Zusténden auskommit:

Yn>1:

INFAM=(QX,6,0,,F) mit L =T(M)A|Q=n (63)

Jeder deterministische, endliche Automaten, der eine dieser Sprachen beschreibt, besitzt mindestens 2"
Zustande.

vnz1:
¥ DFA M=(QZ,5,0,,F): L,=T(M)=|Q[>2"

n

(6.6)

Beweis:
Der Beweis gestaltet sich umfangreich, deswegen wird an dieser Stelle darauf verzichtet.

6.2 Mathematischer Hintergrund

6.2.1 Erweiterung des Begriffes , Aquivalenzrelation®

Man spricht von einer ,, Aquivalenzrelation”, wenn eine Relation reflexiv, transitiv und symmetrisch
ist, und von einer Ordnung, wenn eine Relation reflexiv, transitiv und antisymmetrisch ist. Zum
Beispid ist die normale Vergleichsoperation auf der Menge der reellen Zahlen (,=") eine
Aquivaenzrelation, und die kleiner-gleich-Operation (,<*) eine Ordnung.

Unter dem ,, Index* einer Aquivalenzrelation versteht man die Maximal zahl paarweise verschiedener
Aquivalenzklassen.
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6.2.2 Rechts-Invarianz

Eine Aquivalenzrelation Rc Sx S auf einer algebraischen Struktur (S,) mit einer bindren
Verknipfung o: Sx S— S heildt ,rechts-invariant"

<D_—f>ny:>VZeS:(on)R(yoz) (6.7)
eS eS

6.2.3 Links-Invarianz

Eine Aquivalenzrelation Rc Sx S auf einer algebraischen Struktur (S,o) mit einer bindren
Verknipfung o: Sx S— S helifdt ,links-invariant*

S XRy=Vze S:(zox)R(zoY) (6.8)
Df —_—  —
€S eS

6.2.4 Kongruenzrelation
Eine Aquivalenzrelation Rc Sx S auf einer algebraischen Struktur (S,) mit einer binaren
Verknipfung o: SxS— S heifdt ,,Kongruenzrelation®:

R Kongruenzrelation <> xRy = VYW, ze S:(Wo X0 Z)R(Wo yo ) <
eS eS (69)
< (Rist rechts-invariant) A (R ist links-invariant)

Eine Kongruenzrelation ist eine mit der Struktur vertrégliche Aquivalenzrelation. Zum Beispidl ist auf
dem Korper der reellen Zahlen die Gleichheitsoperation (,,=") bezliglich der Operationen
L»Addition” (,+*) und ,Multiplikation” (,-*) eine Kongruenzrelation:

a=b=vxyel (x-a-y)=(x-b-y),(x+a+y)=(x+b+y) (6.10)
6.2.5 Quotientenmenge

Eine,, Quotientenmenge" wird auf Basis einer Menge, und einer Kongruenzrelation definiert. Man
versteht dann unter der , Quotientenmenge* die Menge aller Aquivalenzklassen, welche (beziiglich der
gegebenen Kongruenzrelation) innerhalb der gegebenen Menge existieren.

Gegeben sei die algebraische Struktur <2*,o> und die Kongruenzrelation ,~. Unter der
» Quotientenmenge” von * und ~ versteht man;

2 =[], [xex) (6.12)

6.2.6 Quotientenmonoid

Unter dem ,, Quotientenmonoid” versteht man die Zusammenfassung der Quotientenmenge mit einer
Operation auf dieser Menge. Die Abbildung f :X* — X"/, (der Elemente der urspriinglichen Menge

auf die der Quotientenmenge) definiert man sinnvollerweise al's eéinen Homomorphismus®. Die neue
Operation fur das Quotientenmonoid sei ,, o“.

Das ,, Quotientenmonoid* ergibt sich dann als:

(=710 baw. ({[x] [xex"} o) (6.12)

% Bei der homomorphen Eigenschaft handelt es sich nicht um eine zwangslaufige Konsequenz, oder
um eine durch das Monoid definierten Eigenschaft. Vielmehr wird der Homomorphismus (willkirlich)
gefordert, um die neue, algebraische Struktur als ,Ring" zu erhalten
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Die Rechenregeln fir das Quotientenmonoid |eiten sich direkt aus der homomorphen Eigenschaft der
Abbildung her:

[X]e[y]=[xy] (6.13)

[x]=[x]
[vl=[v1
U
x0 X
yoy'
U Kongruenz von [
o D "o
>f y X' y’ (6.14)
Xoyll Xoy
U Transitivitét von [
Xoyd X oy
U
[xey]=[Xey]
Man sieht an der obigen Herleitung, wie bedeutsam die Eigenschaften ,, Kongruenz* und
» Transitivitét" der Kongruenzrelation ,~* fur die Quotientenmenge sind.
Beispiel 1:
Gegeben sei die Menge der natrlichen Zahlen [ mit der Verkniipfung ,,-* (Multiplikation), und ein

Modul m. Zwei Zahlen gelten als &quivalent beziiglich ,,~“, wenn sie den gleichen Rest bel einer
Division durch m abwerfen:

a,bel
a~b< amodm=bmodm

Gemal3 dieser Definition ist z.B. bel m=5 die Zahl 11 &quivalent zu 31: 11~31. Es handelt sich bei ,,~*
um eine Aquivalenzrelation, da die Bedingungen Reflexitivitét, Transitivitat und Symmetrie erfullt
sind (der Nachweis dieser Eigenschaften sollte keine Probleme bereiten).

(6.15)

Es handelt sich bei ,~* aber nicht nur um eine Aquivalenzrelation, sondern sogar um eine
Kongruenzrelation. Der Nachweis hierfir ist etwas aufwendiger:

Nach (6.9) gilt:
0 Kongruenzrelation <all b=vx,yel :(x-a-y)l(x-b-y)=

_

€ el

< amodm=bmodm=>Vx,yell :(x-a-y)modm=(x-b-y)modm

Die abschlief3ende Implikation sollte nach kurzem Nachdenken fir jedermann ersichtlicherweise
korrekt sein; ein Beweis an dieser Stelleist nicht notig.

Daher gelten gemaf3 (6.13) und (6.14) die folgenden Rechengesetze:
Va,bel
amodmebmodm=a-bmodm
amodm=a’modm,bmodm=b"modm (6.16)

J

a-bmodm=a’-b’'modm
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6.3 Regulare Ausdricke

6.3.1 Kleenesche Hille

Sei ¥ eine endliche Menge von Symbolen und seien L, L; und L, Mengen von Zeichenketten aus >*.
Die Konkatenation von L; und L, — geschrieben alsL;L, —ist die

Menge {xy|x istausL, undy ist aus L2} . Die Zeichenketten in L;L, werden gebildet, indem man an

eine aus L; gewahlte Zeichenkette eine Zeichenkette aus L, anhangt und das in allen méglichen
Kombinationen. Wir definieren nun:

0 _
L [;{e}
L'=LL? vix1
Df
L= U (Hulle, Kleenesche Hillle) (6.17)

s IC

1|
[N

L = JU (positive Hillle)

L* bezeichnet also ale Worter, die durch die Konkatenation einer beliebigen Anzahl von Wortern
aus L entstehen.

Beispiel:
Sei L, ={10,1} und L, ={011,11}. Dannist L L, ={10011,1011,111} . Ebenso
gilt {1011} ={¢,10,11,1010,1011,1110,1111,...} .

6.3.2 Regulére Ausdricke

Die von endlichen Automaten akzeptierten Sprachen lassen sich durch einfache Ausdriicke
beschreiben, die als , regulare Ausdriicke bezeichnet werden. Auf Grund dieser Aquivalenz werden
die Sprachen der endlichen Automaten auch ,, regulére Mengen“ genannt.

Oder umgekehrt: Regulére Ausdricke bilden einen Formalismus zur Beschreibung formaler Sprachen.

Zwei regulare Ausdricke heif3en , aquivalent”, wenn sie die gleiche formale Sprache beschreiben (z.B.
[ab]*aund a[ba]*). Die Aquivalenz reguldrer Ausdriicke |asst sich liber algebrai sche Gesetze zeigen.

6.3.3 Regulare Ausdriicke vs. endliche Automaten

Satz:
Die folgenden drel Aussagen sind guivalent:

3. Listregulére Sprache/reguldre Menge
)

4. LigtdieVereinigung von einigen Aquivalenzklassen einer rechts-invarianten Aquivalenzrelation
von endlichem Index.

0

5. Sei R_eine Relation, die wiefolgt definiert ist:
xR y<:>(VZG2*:x2e Lo yze L) (6.18)

Dannist R_von endlichem Index.
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Beweis:
1=2:

Wenn L eine regulére Menge ist, dann existiert ein endlicher Automat (DFA/NFA), der exakt diese
Menge beschreibt:

L istregulér <3IM:M =(Q,%,5,0,,F):L=T(M) (6.19)

Sei p eine Aquivalenzrelation, welche alle Worter aus £*, die zu dem selben Zustand des Automaten
fiihren, in einer Aquivalenzklasse zusammenfasst:

XyeX :Xp y<;>5(q0,x):5(q0,y) (6.20)
Die Aquivalenzrelation p ist rechts-invariant:

VXY, 2eX"165(0,X)=5(0p, Y) = 5 (0, X2) = 5(y, yZ) (6.21)
Dann lasst sich hieraus die Behauptung folgern:

index () <|qQ| (6.22)

Wieso lasst sich diese Behauptung folgern? Nun, gehen wir von dem Gegentell aus, namlich
dass index (o) >|Q| . Das wiirde bedeuten, dass es mehr Worter gibt, als es Zustande gibt, die aber

dennoch alle zu verschiedenen Zustanden fuhren. Der Widerspruch dieser Annahme liegt auf der
Hand.

Damit |&sst sich die reguldre Menge L darstellen al's Menge der Eingabewdrter, welche zu einem der
akzeptierenden Zusténde des Automaten fuhrt. Jeder akzeptierende Zustand des Automaten kann
beziiglich der Aquivalenzrelation (definitionsgemél’) nur von einer Klasse von Eingabewdrtern
erreicht werden.

Diereguldre Menge L kénnen wir darstellen als Vereinigung aler akzeptierenden Zusténde des
Automaten, und damit als Vereinigung einiger Aquivalenzklassen einer rechts-invarianten
Aquivalenzrelation von endlichem Index:

- U ¥, (6.29

5(%,X)EF
2=>3:
Im vorangegangenen Teil wurde die Aqu_ival enzrelation p eingefiihrt, diese benutzen wir weiterhin.
Daruber hinaus definieren eine (zweite) Aquivalenzrelation R_ wie folgt:

VX, yeX xR vy @(VZEZ*ZXZELQyZGL)C (6.24)
6.24
@(VZGZ*:(XZG Layzel)v(xzglLayze L))

Die Definition der Aquivalenzrelation R_ ist etwas kompliziert. Textuell formuliert bedeutet (6.24),
dass alle jenen Worter aus Z* in Relation stehen, die @) entweder beide in der Sprache enthalten sind,
oder beide nicht in der Sprache enthalten sind; und b) die Bedingung &) auch dann noch erfiillen, wenn
ihnen ein beliebiges Wort ,, angehéngt wird".

Die Definition dieser Aquivalenzrelation erinnert an die Zustandsminimierung via Implikationstafel.
Man bezeichnet dabei alle Zusténde als ,, 8quivalent”, die bei den selben Eingabesymbolen in die
selben Nachfolgezustande, oder in aquivalente Nachfolgezustande Uberfihrt werden.

Behauptung:
VX, yeX :Xxpy=>xR Yy (6.25)
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Beweis zu (6.25):
_Bei dem Beweis machen wir uns die Tatsache zunutze, dass die Aquivalenzrelation p rechts-invariant
ist:
VX, yel :Xpy=>Vzel':xzpyz
U
VX, yeX' X p y:(VZEZ*:XZG Lo yze L)
U (6.26)
VX, yeX X p y:(VZGZ* ((x@eLayzel)v(xzgLAyze L))
{ sieheoben
VX, yeX :Xxpy=>xR Yy

Aus der Tatsache, dass jedes Paar von Eingabewortern aus *, dassin der Aquivalenzrelation p
enthalten ist, automatisch auch in der Aquivalenzrelation R_ enthalten ist, resultiert, dass die
Aquivalenzklasse eines beliebigen Eingabewortes beziiglich der Aquivalenzrelation p eine Teilmenge
der Aquivalenzklasse beziiglich der Aquivalenzrelation R ist:

VxeX’ :[x]p g[x]a (6.27)

Daraus folgt, dass es bezlglich der Aquivalenzrel ation p mindestens so viele (digjunkte)
Aquivalenzklassen geben muss, wie beziiglich der Aquivalenzrelation R, :

index (R_) <index (o) <"endlich" (6.28)
Daraus wiederum folgt, dass auch der Index der Aquivalenzrelation R_ endlich sein muf:

index (R ) ist endlich (6.29)
2= 3
Behauptung:

Die Aquivalenzrelation R_ist rechts-invariant.
Bewels:
VX, Y,W,zeX :XR y
{ Definition R,
(xeLeyel)
{ Determinismus des Automaten
(x(zw)eL < y(zw)elL)
{ Assoziativitét der Konkatenation (6.30)
(2)wel < (yz)wel)
g
VX Y,2eX :XR ye xzR yz
U

R ist rechts-invariant

Seite 37/ 141



Theoretische Informatik 2

6.4 Nerode Automat

6.4.1 Definition des Nerode Automaten

Mit dem bisher erlangten Wissen, ist es moglich, einen minimalen Automaten zu erstellen, der eine
regul&re Sprache représentiert. Dieser Automat heif3t , Nerode Automat”.

Zur Konstruktion des Nerode Automaten wird erneut die Aquivalenzrelation R_ herangezogen, die wie
folgt definiert ist:
VX, yeX :xR y & (vzer el o yzel)o
(6.31)
@(VZEZ* ((xzeLayzel)v(xzgLAyze L))

Die Menge der unterschiedlichen Aquivalenzklassen, die durch R_definiert werden, wird im
Folgenden mit ,,Q\* bezeichnet:

Qu={[x, [xex} (6.32)

Der Nerode Automat ist definiert als:

My = {QN R FN} (Nerode Automat) (6.33)
mit

Fu={[x, IxeL] (6.34)

oy ([x].a)=[xa] (6.35)

oOn ist damit wohldefiniert.
6.4.2 Reprasentantenunabhangigkeit des Nerode Automaten:

Im Folgenden wird gezeigt, dass die Ubergangsfunktion & wohldefiniert ist, d.h. ihre Definition
reprasentantenunabhangig ist. Dazu ist es nétig, zu zeigen, dass die Ubergangsfunktion fur alle
Eingabewdrter, die &guivalent sind, den selben Nachfolgezustand liefert.

Zu zeigen:

[x] =[Y]z = o ([X]RL ,a) =dy ([y]RL ,a) (6.36)

Beweis:

U (6.37)

M, ist endlicher Automat
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6.4.3 Regularitat des Nerode Automaten:

Im Folgenden wird bewiesen, dass die Sprache, die der Nerode Automat erzeugt/definiert, eine
regulére Sprache ist.

xeT(My)  <06y([e].x)eF,

<:>[X]eFN

o xel (6.38)
=>T(My)=L=
= L ist regulér

6.4.4 Minimalitat des Nerode Automaten

Im Folgenden wird bewiesen, dass der Nerode Automat minimal ist, d.h. dass jeder endliche Automat,
der die selbe Sprache L definiert, mindestens genauso viele Zusténde haben mul3 wie M.

Satz:
Der Nerode Automat ist minimal.
Beweis:

Der Beweisist ein Widerspruchsbeweis. Es wird angenommen, dass sehr wohl ein Automat existiert,
der die selbe Sprache L definiert, der aber mit weniger Zustdnden auskommt:

MM =(Q,2,6,q,,F) T(M)=L |Q<|Q] (6.39)
Die Definition der Aquivalenzrelation p wird aus (6.20), (6.22) und (6.28) tibernommen:
x,yez*:x,oy<D:f>§(q0,x):§(q0,y) (6.40)
index(p) <|Q| (6.41)
index (R_) <index (o) <"endlich" (6.42)

WEeil die Menge Qy der Menge der Aquivalenzklassen entspricht, die durch die Aquivalenzrelation R,
definiert werden (siehe (6.32)), gilt:

|Qu|=index(R) (6.43)
Aus (6.39), (6.41), (6.42) und (6.43) folgt:
index (p) <|Q|<|Qy|=index(R ) <index(p)
U
index (p) <index(p) (6.44)
U
Widerspruch
6.4.5 Eindeutigkeit des Nerode Automaten
Satz:
Se M =(Q,%,5,0,,F) ein minimaler Automat firr eine SpracheL mit T(M)=L.
Sel M ={Qy.Z,8y,0y.Fy} der Nerode Automat fiir L mit T(M )= L. Dannist M isomorph

zu My. D.h. es existiert ein Isomorphismus

h:Q—»Q, mit h(5(q.a))=5,(h(a).a) (6.45)
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Beweis:
Weil sowohl M a s auch My minimal sind, missen sie Uber die gleiche Anzahl an Zustdnden verfligen:
QA =|Qul (6.46)

Sei h() so definiert, dass esjeden Zustand g aus der Menge der Zustande Q auf eine Aquivalenzklasse
beziiglich der Aquivalenzrelation R_ abbilde (wir erinnern uns: die Aquivalenzklassen beziiglich der
Aquivalenzrelation R_ liegen dem konstruierten Nerode Automaten zugrunde).:

h(q);[x]FzL < 3Ix:16(0,,X) =0 (6.47)
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7 Vorlesung vom 27. April 2000

7.1 Nerode Automat

7.1.1 Homomorphismus und Isomorphismus

Gegeben seien zwei Gruppen Sy und S; mit (S,) und (S,,¢). Eine Abbildung h:§ — S, heifit
Homomorphismus, wenn fir alle x,y e S gilt
h(x- y) = h(x) < h(y)
bzw. (7.1)
h(- (x,))= (h(x).h(y))
Eine Illustration verdeutlicht das

h
_— =
SLx S 823{ 82
h
S,] 82

Abbildung 12 - Homomorphismus

Ist eine homomorphe Abbildung bijektiv, so wird sie isomorph genannt. Man sagt, die Struktur beider
Gruppenist gleich, sie unterscheiden sich nur in den Bezeichnungen der Elemente.

7.1.2 Minimalitat und Eindeutigkeit des Nerode Automaten

Nachdem in den vorangegangenen Abschnitten gezeigt wurde, dass der Nerode Automat minimal ist,
vergleichen wir ihn jetzt mit anderen minimalen Automaten. Dabei werden wir feststellen, dass alle
minimalen Automaten (DFA) einer Sprache L die gleiche "Verdrahtung" ihrer Zustdnde haben und
sich lediglich in der Bezeichnung der Zusténde unterscheiden, sie also isomorph sind.

Sei L eine Sprache, die von einem minimalen Automaten M und dem Nerode Automaten My erkannt
wird

M =(Q,%,5,0,,F) L=T(M) 72)
MNz(QN'Z’aN’qON'FN) LzT(MN) |
dann seien M und My wie oben beschrieben isomorph, d. h. es existiert ein Homomorphismus
h:Q—>Q
N (7.3)

h(s(a.a))=y (h(a).a)
Daswird in folgendem Schaubild illustriert
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h
—_—
Q,]}(E,] Qz}(zz
3, 5,
h
Q Qs

Abbildung 13 - Homomorphismus zwischen Automat M und Nerode Automat

Esexigtiert eine Abbildung h, die alle Zustande von M in Zustande in My (Aquivalenzklassen)
Uberfihrt. Formal ausgedriickt

h(a)=[Xz < 3x:5(0,X)=q (7.4)

Hier stellt sich die Frage, ob h eindeutig definiert ist. Alle Worter x und y, die den Automaten M in
den gleichen Zustand tiberfiihren, miissen auch My, in die gleiche Aquivalenzklasse tiberfiihren. Zu
Zeigen ist, dass x und y der gleichen Aquivalenzklasse von R, angehdren.

X,yeX :6(0,X)=0=5(0,Y)
<_;°> (7.5)
[Xlr =[Ylr
Beweis:
Zum Beweis filhren wir eine neue Aquivalenzrelation ~ ein
X~y Xyel 16(0,X)=5(0,Y) (7.6)

Uberfulhren zwei Worter x und y den Automaten in den gleichen Zustand, so sind sie dquivalent. Da
die Anzahl der Zusténde der oben betrachteten Automaten minimal und gleich ist, gilt fir den Index
(die Anzahl der maximal paarweise verschiedenen Aquivalenzklassen) der ~ Relation

index(~) <|Q|=|Qy| (7.7)
Weiterhin gelte
X,YeX 15(0,X)=5(0,Y)=>X~y= R y=[Xg =[Ylx (7.8)

Somit ist h al's eindeutige Abbildung von Zustanden Q auf Aquivalenzklassen aus Qy definiert.
Koénnte es Zustande g in Automat M geben, fur die h(qg) nicht definiert ist?
39 Q mit h(qg) nicht definiert = —3x mit 5 (0, x)=q (7.9

Wenn ein solcher Zustand existieren wiirde, dann gebe es kein Wort X, dass den Automaten in diesen
Zustand Uberfuhrt und der Zustand somit Uberfliissig. Damit ware M nicht mehr minimal und ein
Widerspruch lage vor. hist fir ale Zustande g aus Q definiert.

Surjektivitat von h
[X]€Qy,30eQ mit 5(gy,X)=qAh(q)=x (7.10)
I njektivitat von h

Wenn q= p zwel verschiedene Zustande aus Q sind und [x] und [y] ihre Abbildungen in Qy, dann
gilt
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h(q) =[xl mit 5(d,,x)=q
h(p)=[ylg Mit& (g, y)=p

Dann sind x und y nicht &quivalent zueinander (beziiglich der ~ Relation) und damit gilt Injektivitat
vonh (x~y= xRy giltimmer).

(7.11)

I somor phismusvon h

Dah injektiv und surjektiv, ist die Abbildung bijektiv. hist daher ein Isomorphismus. Fir einen
Zustand g existiert ein x, dass den Automaten M in diesen Zustand Uberfihrt.

geQ=3Ixmit 6(g,,X)=q (7.12)

6 (1(c).a) =0, (n(3(6.) 2
=6y ([x.a)
=[xal
=h(5 (0. xa))
=h(5(5(x).a))
=h(s(a.a))

Die Herleitung zeigt, dass es egd ist, ob die Konkatenation von x und a zunéchst in der Urmenge (die
Zusténde von Q) stattfindet und dann nach Qy abgebildet wird oder umgekehrt.

Damit ist h isomorph und als Korollar kann festgestellt werden, dass ale minimalen Automaten
(DFA) isomorph sind. Anders ausgedriickt sind alle minimalen Automaten bis auf 1somorphien
eindeutig bestimmt. Die Verdrahtung der Zusténde ist gleich, lediglich die Zustandsbezei chnung kann
variieren.

(7.13)

7.2 Minimierung von endlichen Automaten

7.2.1 Rekursion der k Relationen

Endliche Automaten kénnen sich in einem nicht minimalen Zustanden befinden. Mit einiger Logik
und Transformation lassen sie sich in minimale Automaten tberfiihren, die isomorph zum Nerode
Automaten sind (wenn es sich denn um DFAs handelt - bei NFASsiist die Anzahl der nicht isomorphen
minimalen Automaten u. U. beliebig grof).

Fur die Minimierung - auch Zustandsreduktion genannt - fuhren wir zunachst eine neue
Aquivalenzrelation k zwischen zwei Zustanden q und g’ ein. Zustande sind beziiglich k &quivalent,
wenn sie Worter x, deren Lange kleiner gleich k ist, in einen Endzustand Uberfiihren oder beide
Zustdnde die Worter nicht in einen Endzustand Uberf ihren.

Der Betrachtung zugrunde liegt ein endlicher Automat M =(Q,X,5,q,, F ) mit q und g’ Zust&nden aus
Q. Dann seien folgende Aquivalenzrel ationen definiert

k
q~q’©(VXe2*,

X <k:5(q,x)eF < 5(q,x)eF) (7.14)
q~q'c>(VXe§)*, S(a.x)eF < 46(q,x)e F)

Scheinbar besteht zwischen der auf eine Wortlange k beschrankten und der allgemeinen ~ Relation ein
Zusammenhang. Daher behaupten wir

Behauptung:

qiq’<:>qk~1q’A(Vaez, §(q,a)k~15(q',a)) (7.15)
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Beweis:
Die genau-dann-wenn Beziehung der obigen Behauptung beweisen wir in beide Richtungen. Wenn die

k Relation gilt, dann muR auch die k-1 Relation gelten, dadie k Relation alle Worter enthélt, die auch
in k-1 enthalten sind.

Seien ein Wort ze =" mit |7 <k -1 und ein Zeichen a < X beliebig gewahlt, dann gilt
5(6(a.a),z)eF < 5(q,az)eF < 5(q,az)e F < 5(5(q'a),z)e F (7.16)
und die Zusténde g und g’ gehoren zur k-1 Relation

k-1
5(0,a)~45(q,a) (7.17)
Damit ist gezeigt

k-1

q ad=q~q (7.18)

Gilt bereits die k-1 Relation, so zeigen wir, dass die Behauptung in der anderen Richtung gilt. Fir
Vzel" mit |Z=k gilt

5(0,z2)eF<6(q,z)eF (7.19)

Sei zeX' mit|Z=k und z=awmitae X A|w=k-1. Dann &kt sich zeigen

5(a.a)~5(q.a)
=(5(5(a.a),w)e F < 5(5(q,a),w)eF)

(7.20)
= (5(a,aw)=5(0,z)e F < 5(q,aw)=5(q,2) e F)
k
=q~q
Somit gilt die Behauptung auch in der anderen Richtung
k-1
q qd<q~-d (7.22)

7.2.2 Verfeinerung von Aquivalenzrelationen

Zwischen Aquivalenzrel ationen lassen sich Beziehungen ausdriicken, d. h. sie kénnen kongruent oder
verschieden sein. Nehmen wir die beiden Aquivalenzrelationen p, und p, die auf der Menge S liegen.
Sind die p; und p, kongruent, dann

= p = VX, AV, (X, =1V,

(7.22)
VX, Yy €SiXp Yy < Xp,y

Andernfalsist eine Relation kleiner oder echt kleiner a's die andere. Man spricht von Verfeinerung

AL Py & (XpY = Xp,Y)

(7.23)
PL<pP, S (PSP, A pLZE P,)

7.2.3 Anwendung auf k Relation zur Zustandsreduktion

Betrachtet man die k Relationen, dann enthélt die k Relation héchstens gleich viele Zustdnde wie die
k-1 Relation. k ist daher eine Verfeinerung von k-1

k k-1

~<~ (7.24)
Wir behaupten zudem
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k k+1 k k+s

~=~=>~=~ Vs>0 (7.25)
Beweis:

Die Behauptung kann man durch Induktion beweisen. Flir s= 0 ist die Aussage klar, daes sich um
dieselbe Relation k handelt. Fur ale weiteren nehmen wir an, dass

k k+s

_—= ~ (7.26)
bereits gelte. Dann kann man auf k+s+1 gehen
k+s+1 k+s k+s
g-~qgeq- q’/\(Van:&(q,a) ~ §(q',a))
k+1 k k
g~q<g~q A(Vaez:ﬁ(q,a)~5(q’,a)j
k+2 k+1 k+1
q~q’<:>q~q’/\(VaGZ:é(q,a)~§(q',a)j (7.27)
k
<q-q
Korollar:
Der Index der k-1 Relation ist kleiner als der der k Relation
k-1 k
Index(~) < Index(~) (7.28)

Damit haben wir as Ausgangspunkt fir weitere Betrachtungen folgende Aussagen zusammengestel lt

k k-1

~< ~ (7.29)
k k-1

Index(~) > Index( ~) (7.30)

k k+1 k k+s

~=~=Vs20:~= (7.31)
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8 Vorlesung vom 2. Mai 2000
8.1 Minimierung mittels Nerode Automaten

8.1.1 Satz Uber die Gleichwertigkeit von Relationen

Sei M =(Q,%,68,q,,F) einendlicher deterministischer Automat mit der Méchtigkeit |Q|=n. Dann
n-1

gilt: g~q'<qg~q'.

Der Beweisder ,,Hinrichtung”. ist trivial und folgt auch schon aus dem Satz der letzten Vorlesung. Die
» RUckrichtung” ist da schon komplizierter. Der Beweis erfolgt indirekt. Angenommen die beiden
Relationen wéhren nicht identisch:

n-1 n-1

q~g'AQq+q =~# ~ (8.1)

n n
Grundsétzlich gilt, dass ~ eine Verfeinerung von ~ ist. Damit muss ~ eine echte Verfeinerung von
n-1 n-1
~ sein, denn sonst wére ja ~= ~ , was ein Widerspruch zur Annahme wére.

0 1 2 n-1 n
Durch eine Betrachtung der Anzahl der Klassen der Zusténde (~>~>~>...> ~ > ~) erkennt man

schnell, dass es mindestens eine Klasse von Zustéanden geben muss, und zwar die der akzeptierenden
n n-1
Zustande. Daweiterhin gilt, dass ~ eine echte Verfeinerung von ~ ist, sind ale anderen Relationen
0 1 2 n-1 n
echte Verfeinerungen (also gilt ~>~>~>...> ~ > ~). Die Anzahl der Klassen wéchst durch jeden
Index um eins. Flhrt man diesen Gedankengang fort und beachtet, dass es alles echte Verfeinerungen

sind, so gelangt man fir den Index(ij zu dem Schluss, dass dieser mindestens n+1 Klassen

enthalten muss.

1< |ndex(3] < |ndex(i) < |ndex(3) << |ndex("~l) < |ndex(ij

= Index(ijz n+l (8.2

Dies st allerdings ein Widerspruch, daes héchstens n (mit n=|Q|) Aquivalenzklassen auftreten
kénnen.

8.1.2 Konstruktion eines minimalen Automaten

Sei nun ~ weiterhin wie bisher definiert. Dann gibt es zu dem endlichen Automaten

M =(Q,Z,58,q,,F) einen &uivaenten minimalen Automaten M ':(Q‘,Z,é',[qoL,F ) . Dabei ist:
Q'=y {[d].lacQ}
F'=g {[f1|feF} (8.3)
5'([a]..a)=o [5(a.a)].

Dieser Automat wird wie folgt konstruiert, al's Zustande nehme man die Aquivalenzklassen der
Zusténde. Als akzeptierte Zustande gelten die Aquivalenzklassen der Tilderelation von F.

Damitist M ':(Q‘,E,é‘,[qo]_,F ) ein minimaler Automat mit T(M )=T(M").

Aber ist dieser Automat auch wirklich minimal, oder nur ein reduzierter Automat? Gezeigt wird dies
durch den folgenden Beweis:
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o' ist mit:
vxeX':6'([a],x)=[5(a,x)] (8.4)
wohldefiniert, aus folgendem Grund: Wenn g und q' in der selben Aquivalenzklasse liegen und die
Relation definiert sind, dann ist auch 5*([q],a) mit 5'([q],a) in Relation.
Mit der Definition von F'gilt dann:
xeT(M) < &(0,X)eF <[5(0,X)]eF’
& 5'([q] . x)eF" (8.5)
& xeT(MY)

Somit akzeptieren also beide Automaten die selbe Sprache. Die Frage ist nun, ob dieser Automat auch
minimal ist.
Zuerst definieren wir die p Relation als:

X p you 6'([6].%)=5"([%].Y) (8.6)
Weiterhin wissen wir Uber diesen Automaten, dass der Index(p) = |Q| , dajeder Zustand erreichbar
ist. Somit wissen wir, dass die p Relation die Nerode-Automat Relation R verfeinert:

x p y=>x Ry (8.7)

Gilt nun auch, die Umkehrung? Folgt aus x p y<x Ry ?Der Beweiserfolgt durch
Kontraposition.

X p y=x R vy (8.8)

Die Klassen kdnnen nicht gleich sein, da es die Elemente nicht in der ~ Relation gibt. Es gibt daher ein
Element z, so dass:

X p y=[5(dx)]=5"([a].x)#5"([6].¥) =[5 (a6, ¥)]

=3 z: (6(0y,x2)eF AS(0,y2) £ F) v (5(0x2) 2 F A 5(0p, yz) e F) (8.9)

=X R vy
Die beiden Relationen sind also gleichwertig: X p y< x R y.Unddie Minimalzahl der
Zustandeist: |Q]=index(p)=index(R ) Und damit ist gezeigt, dass der Automat M ' minimal ist.
8.2 ,Praktische” Minimierung von deterministischen endlichen Automaten

Nachdem wir wissen, dass die Bestimmung der Aquivalenzklassen q~q' definiert ist

fur: vxe X : §(a,x)e F < &(q',x) e F . Eine Konstruktion, die den (bis auf |somorphie) eindeutig
bestimmten minimalen endlichen Automaten (M '=(Q",%,5,q,,F ) mit Q'= {[q]_ lge Q} ) liefert
benétigt die folgende Eigenschaft:

k k- K—
q~q'c>q~1q‘A(Van: 5(a.a) ~l5(q',a)) (8.10)

8.2.1 Der ,Algorithmus”

Se M =(Q,%,5,9,,F) einendlicher Automat. Dann gelangt man durch die folgenden Schritte zu
dem minimalen Automaten:
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1. Man beseitige ale nicht-erreichbaren Zustande, d.h. ale Zusténde q, fir die gilt
qe {5(q0, X)|X€ 2*} . (Es stellt sich natiirlich die Frage, in wie weit dieses Problem algorithmisch

|6sbar ist. Ein moglicher Algorithmus kénnte alle durch Worter der Lénge n erreichbaren
Zustande betrachten. Damit kommt man durch alle erreichbaren Zustande.)

0 ;
2. ~hat maximal zwei Aquivalenzklassen. Zum einen die akzeptierenden Zusténde und dann noch
die nicht akzeptierenden Zustande: {qjqeQ—-F o, {qlgeF}s

k
3. Angenommen, man hat die Aquivalenzklassen der Relation ~ fiir (k> 0), dann bestimmt man

k+1
die Klassen der Relation ~ wiefolgt:
Zunéchst wird nun die folgende Tabelle aufgestellt:

a a .. q - %y

%

. ‘q‘ [5(qi 4, )]i

o1

k+1

Alle Felder (qi,aj) erhalten also als Eintrag [5(qi,aj )]i Nun formt man die Klassen von ~ ,

k
indem man ale Zusténde, die bereitsbei ~in einer Klasse waren und die in obiger Liste gleiche

k+1
»Zeilen" haben in jeweils eine Klasse der Relation ~ schreibt.

4. Wenn nun L aquivalent zu .y ist (was, wie schon gezeigt, spatestensbei k =n—1eintreten
muss), dann bricht das Verfahren ab. Wir bilden dann die ~ Relation durch Setzen, von ~= N .
5. Der minimale Automat M ':(Q',E,&',[qo]_ F ) wird letztlich wie oben schon beschrieben
konstruiert:
Q'={[a] [a=qQ)
F'={[a] [aeF} (8.11)
5'([a]..a)=[5(aa)]

8.2.2 Beispiel

Wir betrachten einen Automaten M =(Q,%,5,q,,F ), welcher die Sprache T(M ) ={ab, ba}*

akzeptieren soll. Ein Automat, der dies[6st ist in folgender Grafik aufgelistet. Dabei ist zu beachten,
dass der Zustand 7 nicht erreicht werden kann.
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Gl.

\/

. a
)ab

a
> b

Abbildung 14: Beispiel eines nicht minimalen Automaten

Durch das Anwenden des oben beschriebenen Algorithmus gelangt man schnell zu folgender Tabelle:

°. [2,3,6] Fehler! Esist nicht moglich,
) durch die Bearbeitung von
Feldfunktionen Objekte zu
erstellen.

~. a b
1 [2, 3 6]3 [2, 3 6]3

2. [236] [1,4,5]
3. [145) [2,3,6]°
4. [2,36] [2,3,6]°

5 [236]  [236]

6. [236]  [236]

1
Folglich sind die Klassen von ~:

[L4.5].[2].[3].[6]
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~ a b
1 [2]§ [S]i
2. [6]3 [ZL 4, 5]1

3. [ZL 4, 5]1 [6]3

4, [2]§ [3]§
5. [Z]i [3]1
6. [6]3 [6]3

2
Folglich sind die Klassen von ~:

[L4.5].[2].[3].[6]

1 2
An dieser Stelle sind wir dann auch schon fertig, dawir sehen, dass die Klassen ~ und ~ schon
aquivalent sind, somit ist die ~ Relation definiert durch:

1

1 (8.12)

Es bleibt nur noch den endgiltigen Automaten M '=(Q",%,5",[d,]_,F') aufzustellen. Dieser sieht
dann, so aus, wie in der folgenden Abbildung gezeigt.

¥

[3]. > [6]. a’b

Abbildung 15 der minimierte Automat M'
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9 Vorlesung vom 04. Mai 2000
AbschlulReigenschaften reguléarer Mengen
9.1 Motivation

Viele Operationen auf reguléren Mengen erhalten die Eigenschaft der Regularitét. Dies bedeutet, dal?
die Operationen angewandt auf den reguldren Mengen wieder zu einer reguléaren Menge fihrt.

Mit Hilfe dieser als Abgeschlossenheit bezeichneten Eigenschaften kann man also aus gegebenen
reguldren Mengen wieder neue Mengen schaffen, die von endlichen Automaten akzeptiert werden.

Man kann die Abschlul3eigenschaften auch dazu verwenden, um zu zeigen, dass eine bestimmte
gegebene Sprache regulér (bzw. nicht regulr) ist, indem man Uber die AbschlulReigenschaften auf
bereits bekannte Sprachen zurtickgeht.

9.2 Sammlung von Abschlul3eigenschaften

Es gelten die folgenden Abschluf3ei genschaften regulérer Mengen:

(9.1) Vereinigung: L,L, e REG =L ul,eREG
L,L, € REG =L, oL, cREG

(9.2) Konkatenation:
LoL, Z{Xy|Xe L.ye Lz}

(9.3) KleenescheHilllee L eREG =L eREG,L =L

i=0
(9.4) Komplement: LcY,LeREG =3 -LeREG
(9.5) Schnitt: L,L, e REG —LNL,cREG

(9.6) Homomorphishmus. L, cX;,L, € REG,h:X; - % = h(L,)e REG

L c2,, L, eREGh:Z, -5 =h*(L,)e REG
(9.7) inv. Homomorphism.: Y

(
h™ LZ)Z{X|XEZ;,h(X)E Lz}

9.2.1 Beweise Vereinigung, Konkatenation, Kleenesche Hiille

Zu (9.1), (9.2) und (9.3) findet man die entsprechenden Beweise im Beweis iiber die Aquivalenz von
reguléren Ausdriicken und einem NFA mit e-Bewegungen.

9.2.2 Komplementbildung (9.4)

Zu Zeigen: Lc X ,Le REG =Y - LeREG

Bewels:

Se M =(Q,%,5,0,,F) ein DFA mit L=T(M). Dann definieren wir einen DFA M* wie folgt:
M'=(Q,%,5,0,Q—F) (9.8)

Es zeigt sich nun folgendes:

Fehler! Esist nicht méglich, durch die Bearbeitung von Feldfunktionen Objekte zu
erstellen.  (9.9)

Also: T(M')=% -T(M)=%" -L
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9.2.3 Schnitt (9.5)
Zu zeigen: L, L, € REG =>LnL,eREG

Beweis:

Dies zeigt man sehr schnell tiber die Regeln von deMorgan. Es gilt namlich L nL, =L, UL, und mit

der Abgeschlossenheit unter Komplement- und V ereinigungshildung folgt automatisch die
Abgeschlossenheit unter Schnittbildung.

9.2.4 Substitution

Definition:

Eine Substitution f ist eine Abbildung f :X — L,L c A" mit A ein Alphabet . F assoziiert also mit
jedem Symbol aus X eine Sprache. Wir erweitern f auf Zeichenketten:

1 f(e)=¢

2. f(xa)=f(x)f(a)

Beispidl:

Ist f(0)=aundf(1)=b". Damitist f(010) die reguléare Menge ab'a.

Satz:

Die Klasse der reguldren Mengen ist unter Substitution abgeschlossen.

Bewels:

Sei Rc ¥’ eineregulare Menge und 5(q,a) . Sei weiter f:X— 2" die Substitution, die durch
f(a)=R, definiert ist.

Wir wéhlen regulére Ausdriicke zur Bezeichnung von R und allen R,.

Man ersetze nun jedes Auftreten des Symbols a im reguldren Ausdruck fir R durch den reguléren
Ausdruck fir Ra.

Um zu beweisen, dass der resultierende regulére Ausdruck f (R) beschreibt, wird verwendet, dass die

Substitution einer Vereinigung, eines Produkts oder einer Hiille gleich der Vereinigung, dem Produkt
bzw. der Hille der Substitution ist (also homomorph).

Mit einer Induktion Uber die Anzahl der Operatoren im reguldren Ausdruck vervollsténdigt man leicht
den Beweis.

9.2.5 Homomorphismus (9.6)
Zu zeigen: L, c¥;,L, e REG,h:3] -3 = h(L,)e REG

Beweis:

Die Abgeschlossenheit unter Homomorphismen folgt sofort aus der Abgeschlossenheit unter
Substitutionen, da ein Homomorphismus ein Speziafall der Substitution ist, bei der h(a) fir alle a
gegeben wird.

9.2.6 Inverser Homomorphismus (9.7)
Zu zeigen: L, c¥,,L, e REG,h:Z; -5, =h™(L,)e REG
Bewels:

Essedien M, =(Q,%,6,,0,,F) einDFA mit T(M,)=L, und h:Z] - %, ein Homomorphismus.
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Wir konstruieren einen DFA My, der h™*(L) akzeptiert, indem er ein Symbol aaus 2, liest und M, auf
h(a) simuliert. Wir geben die Definition an:

M, = (Q1211511q01 F)
5,(a.a)=5,(a,h(a))vgeQ,aes,

Zu beachten ist, dass h(a) eine lange Zeichenkette oder aber auch das leere Wort sein kann. Diesist
aber kein Problem, da 6 mittels Erweiterung auch auch Zeichenketten operiert.

(9.10)

Durch Induktion tber die Wortlange des Wortes x kann man leicht zeigen, dass gilt
51(q0,x)=52(q0,h(x)) (9.112)

Daher wird x von M; genau dann akzeptiert, wenn h(x) von M, akzeptiert wird. Wir haben also einen
DFA gebaut mit T(M,)=h"(T(M,)). Damit gilt auch h™*(L,) e REG..
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10 Vorlesung vom 9. Mai 2000
10.1 Beispiele zur Nutzung der Abschlusseigenschaften

10.1.1 Einleitung

Aus den vorhergehenden Vorlesungseinheiten sind die sogenannten ,, Abschlusseigenschaften®
bekannt:

L,L,eREG= L oL,eREG oe{n,U,}

10.1
L, e REG = o(L,) e REG oe{-hh* x| (10D

Weiterhin nehmen wir zur Kenntnis*:
L={a"b"|n>0} ¢ REG (10.2)

In den folgenden Beispielen wird durch die Kombination des Wissens von (10.2) mit den Aussagen
der Abschlusseigenschaften der Bewels fiir einen neuen Zusammenhang erbracht.

Behauptung:

Die folgende Aussage ist falsch: , Wenn a"b" nicht regul&r ist, kann auch eine , groRere Sprache
wiea'b nicht reguldr sein.“ Tatsachlich gilt, dassa”b" nicht regulér ist, und a’b regulér ist.

10.1.2 Beispiel 1

Zu zeigen sai:

L={a"b'c'd*[n=0,r 20,5>0} ¢ REG (10.3)
Wir fuhren einen Widerspruchsbeweis durch, und nehmen an:

L e REG (10.4)
Wir definieren eine homomorphe Funktion h() wie folgt:

h(a)=a h(b)==¢ h(c)=b h(d)=¢ (10.5)

(10.3) lasst sich mit Hilfe von (10.5) umschreiben zu:

h(L)={a""|n>0} (10.6)
GemaR (10.1) gilt:

Le REG= h(L)e REG (10.7)
Aus (10.6) und (10.7) folgt:

h(L)={a""|n> 0}  REG Widerspruch! (10.8)
10.1.3 Beispiel 2
Zu zeigen sai:

L= {wlwe {ab}’ A#, (w)=#,(w)| « REG (10.9)

Wir fihren einen Widerspruchsbeweis durch, und nehmen an:
L e REG (10.10)

*(10.2) ist zwar beweisbar, an dieser Stelle verzichten wir aber darauf.

Seite 54/ 141



Theoretische Informatik 2

Wir definieren eine zweite Sprache L; wiefolgt:
L= L nab (10.11)
ang;&ich reguldre

regulére Sprache
Sprache

Aus (10.1) folgt, dass die Schnittmenge zweier regulérer Mengen erneut regul &r ist, daher folgt:

L, e REG (10.12)
(10.11) I&sst sich umschreiben zu:

L:=Lnab ={a""[n>0} (10.13)
Aus (10.13) und (10.10) folgt:

L :=Lnab ={a"%"|n>0} e REG Widerspruch! (10.14)

10.1.4 Beispiel 3

Zu zeigen sei:

L={a"*"|n>0} ¢ REG (10.15)
Wir fuhren einen Widerspruchsbewei's durch, und nehmen an:

LeREG (10.16)
Wir definieren eine homomorphe Funktion h() wie folgt:

h(a)==a h(b):=b" (10.17)
(10.15) l&sst sich mit Hilfe von (10.17) umschreiben zu:

h™*(L)={a"%"n>0} (10.18)

GemdR (10.1) gilt:

LeREG=h"(L)cREG (10.19)
Aus (10.18) und (10.19) folgt:

h™(L)={a""|n>0}  REG Widerspruch! (10.20)

10.1.5 Beispiel 4

Zu zeigen sei:

L={a"o"[0<m<n} ¢ REG (10.21)
Wir fiihren einen Widerspruchsbeweis durch, und nehmen an:

L e REG (10.22)
Wir definieren eine zweite Sprache L; wiefolgt:

L= L nab ={ab"o<n<m| (10.23)

angeblich regulére
regulére Sprache
Sprache

Aus (10.1) folgt, dass das Komplement einer reguléren Menge, und auch die Schnittmenge zweier
reguldrer Mengen erneut regulér ist, daher folgt:

L, e REG (10.24)
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Wir definieren eine homomorphe Funktion h() in eine weitere, neue Sprache L, wie folgt:
h(a)==a h(b)=b h(c):=c
L,=h™*(L)= {a”x X = m=#,(x)+#, (x)} 0<n<m
Aus (10.1) folgt, dass die umgekehrte Anwendung einer homomorphen Abbildung auf eine regulére
Menge erneut regul &r ist:
L, e REG (10.26)

(10.25)

Wir definieren nun eine dritte Sprache:

L= L m@fg:{a"bmqos n<m+1} (10.27)
gl S
Aus (10.1) folgt, dass die Schnittmenge zweier regulérer Menge erneut reguldr ist:
L, € REG (10.28)
Wir definieren eine zweite, homomorphe Funktion h() in eine weitere, neue Sprache L, wie folgt:

h(a)=a h(b)==b h(c)=¢

L,:=h(L,)={a"b"[0<n<m} (10:29)
Wir definieren nun eine flinfte Sprache:

L= mggiChmr@% e={a”b”|n20} (10.30)

e S

Aus (10.1) folgt, dass die Schnittmenge zweier reguldrer Menge erneut regul &r ist:

L. € REG Widerspruch! (10.31)
10.1.6 Beispiel 5
Wir verwenden dieses Mal ein erweitertes Alphabet 2

z={ab,....b} k>1 (10.32)
Zu zeigen sei:

L={a,brbyb}...b0 [0<iy +i, +is+...+i, <n} & REG (10.33)
Wir fihren einen Widerspruchsbeweis durch, und nehmen an:

L e REG (10.34)
Wir definieren eine homomorphe Funktion h() wie folgt:

h(a)=a h(b):=b 1<j<n

U (10.35)

h(L)={a"b"[0<m<n|
Gemdi3 (10.1) qilt:

LeREG= h(L)<REG (10.36)
Aus (10.35) und (10.36) folgt:

h(L)={a""|0<m<n}| e REG Widerspruch! (10.37)
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Der Widerspruch entsteht durch die Aussage von (10.21).

10.2 Automaten mit e-Bewegungen

10.2.1 Einleitung

Bisher sind der deterministische endliche Automat (DFA) und der nichtdeterministische endliche
Automat (NFA) betrachtet worden, wobei der DFA lediglich ein Spezialfall des NFA war. Diese
Automaten haben sich dadurch ausgezeichnet, dass jede Transition (jeder Zustandswechsel) durch ein
Eingabesymbol xeX ausgel6st wurde.

Bei den im Folgenden betrachteten ,, Automaten mit e-Bewegungen” gibt es Transitionen, die durch
das Eingabesymbol ,, &, d.h. das, leere Wort* ausgel 6st werden.

Das Transitionsdiagramm eines derartigen Automaten kann z.B. wie folgt aussehen:

Abbildung 16 — ein Transitionsdiagramm

Bei dem obigen Automaten fiihrt aus dem Startzustand qo flr das Eingabezeichen alediglich ein
direkter Pfad zu dem Zustand q;. Allerdings filhren zahlreiche weitere Pfade flr das Eingabesymbol &
zu den restlichen Zustanden.

Das Eingabesymbol ¢ unterscheidet sich von alen anderen Eingabesymbolen, und zwar insofern, als
dass es der Automat ,,jederzeit” einlesen kann — unabhéngig von den wirklichen Eingabesymbolen.

Der obige Automat kann also fiir das Eingabezeichen ain jeden, eingezeichneten Zustand wechseln.
Um dieses Verhalten beschreibungstechnisch in den Griff zu kriegen, definiert man den Begriff der ¢-
Hulle (siehe folgender Abschnitt).

10.2.2 gHille

Man bezeichnet die Menge aller Konten p, zu denen es einen mit & bezeichneten Weg vom Knoten g
gibt, als e-Hiille(g)°.
Fir den Automaten aus Abbildung 16 gilt, dass ale Knoten vom Startzustand aus erreichbar sind,
aso:
g-Huille(dy) = {05, &, 0 G5, s G, G | (10.39)

Definitionsgemal3 ist jeder Knoten/Zustand in seiner eigenen e-Hillle enthalten. Man kann sich das so
vorstellen, als dass von jedem Knoten ein mit ¢ markierter Ubergang auf sich selber exigtiert, den man
beim Zeichnen weglasst:

k=1 (10.39)

® Im englischen: ,e-Closure®
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Auf das obige Beispiel angewendet ergibt sich die &-Hulle wie folgt:

&-Hulle von qo

Abbildung 17 — die Epsilon-Hulle im Transitionsdiagramm

10.2.3 Formale Unterschiede zum gewdhnlichen NFA
Die Definition des Automaten mit e-Bewegungen entspricht der des,,normalen* NFA:
&-NFA =(Q,%,5,q,,F) (10.40)

Der einzige Unterschied zum ,normalen” NFA ist die Ubergangsfunktion §, die nun wie folgt definiert
ist:
5:Qx(Zufe})>2° (10.42)

Die Erweiterung der Ubergangsfunktion & (die nur fiir einzelne Symbole taugt) auf ganze
Eingabeworter geschieht mit Hilfe der Ubergangsfunktion & . §(q,w) soll als Ergebnis die Menge

aler Zustande liefern, zu denen es von g aus einen mit w markierten Pfad gibt, welcher s-Kanten
beinhalten darf:

5:Qx3 —2° (10.42)
5(q,¢) = &-Hiille(q) (10.43)
YweX',aeX: 3(q,wa) = g—HUIIe(é(é(q,w),a)) (10.44)
5(Ra)=Jo(a,a) (10.45)
S(Rw)={Jd(a,w) (10.46)

qeR
Anmerkung: Beim Automaten mit e-Bewegungen kénnen die Ergebnisse von & (g9,a) und 5(q,a)
verschieden sein; zwischen & ( ) und &( ) muss also unterschieden werden.
10.2.4 Aquivalenz vom NFA mit und ohne &Bewegungen

Auch die &-Bewegungen erlauben es dem Automaten nicht, mehr a's reguldre Mengen zu akzeptieren.
Der Automaten mit e-Bewegungen reiht sich damit in die Klasse von NFA und DFA ein.
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Wir werden uns darauf beschrénken, zu zeigen, dass jeder NFA mit e&-Bewegungen durch einen
»hormalen NFA" ersetzt werden kann. Der Beweis in der umgekehrten Richtung ist zwar theoretisch
ebenfalls nétig, ertibrigt sich aber bei naherer Betrachtung®.

Zu einem gegebenen &NFA M =(Q,X,6,q,,F ) definieren wir einen ,normalen’
NFA M'=(Q,%,5",q,,F'"). Wie man an der Definition sehen kann, muss an dem Automaten nicht

viel verandert werden. Die Menge der akzeptierenden Zusténde F kann weitestgehend Gbernommen
werden, abgesehen von der Ausnahme, dass die e-Hlle von go einen akzeptierenden Zustand enthélt:

(10.47)

e Fu{o} falsdie e-Hulle(q, ) einen Zustand aus F enthalt
T F sonst

Diese Veradnderung ist nétig, weil M’ keine &-Transitionen kennt. Tritt ndmlich der Fall ein, dass die &
Hulle von ¢, einen akzeptierenden Zustand enthdlt, dann wirde M ja beenden, ohne ein einziges
Zeichen gelesen zu haben. Fir M’ lasst sich dies nur nachbilden, indem der Startzustand (o) selber
akzeptierend ist. Und genau das erreichen wir mit der obigen Fallunterscheidung.

Nun wird noch eine Ubergangsfunktion ¢’ bendtigt. Dazu behalten wir die bereits definierte
Funktion & bei:

5'=5 (10.48)
Wie kann das sein? Fangen wir ganz vorne an. Wir mochten zwei &quivalente Automaten erhalten.
Wir haben bereits definiert, dass beide Automaten auf der selben Menge von Zusténden operieren.
Was ist nun also naheliegender, al's auch die Ubergangsfunktion komplett zu tibernehmen? Genau dies
tun wir laut (10.48). Der Sicherheit halber werden wir aber im folgenden beweisen, dass es auch
richtig ist, was wir da tun... Wir betrachten zunéchst einmal den einfachsten Fall, ndmlich, dass die
Eingabe ein einzelnes Symbol ist: Dann folgt aus (10.44), (10.43) und (10.45):

YweX',aeX: 3(q,wa): g-HUIIe(&(S(q,W),a))

U wi=¢ga
5(q,6a)= g-HUIIe(cS(S(q,g),a))
U 5(q,¢):=-Hlle(q) (10.49)

5(q,za) = e-Hillle( 5 (£-Hulle(q),a))
U §(Ra)=Js(a.a)

qeR

3(q,$a):g-HUIle(

5( p,a)]

pee-HUIIe(q)

In klarer Sprache bedeutet das, dass 5 angewendet auf ein einzelnes Symbol a (und einen Zustand q)
nichts anderesist, als die Vereinigung der Ergebnisse von & fir jeden einzelnen Zustand aus der &-
Huille von g. Die e-Hulle von g wiederum ist nichts anderes als eine Menge von Zustanden, zwischen
denen der Automat indifferent ist. Genau dieses Verhaten ist auch die Forderung, die wir an die

Ubergangsfunktion 5" des NFA stellen. Wir haben jetzt fir den Sonderfall |x| =1 bewiesen, dass die
Forderung, diewir an die ,neue" Funktion &' stellen, durch die ,ate" Funktion 5 erfiillt werden.

Die Korrektheit fiir den Sonderfall [x|=0, d.h. x=¢ haben wir bereits bei der Definition der
akzeptierenden Zusténde unter (10.47) verbal erklart.

® Ein NFA wird ja schon dadurch zum &NFA, dass man von jedem Zustand einen mit & markierten
Pfeil auf sich selber einzeichnet. Dadurch verandert sich das Verhalten des Automaten nicht.
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Fur || >1 erbringen wir den Beweis induktiv. Da |x > 1, |&sst sich die Eingabe zerlegen
in x=wa weZX" aeX. Durch dielnduktionsvoraussetzung gilt

5’(q0,w) :5(%"”)
Weiterhin gilt:
5'(Gp,wa) = 5'(5" (0, W), a)

Aus (10.50) und (10.51) folgt:

50, wa) = 5'(5 (0, w), a)
Aus (10.46) folgt unter Zuhilfenahme der Induktionsannahme”:

=o' (a.)

geR

U &'(qa)=6(q.a)
=Js(a.a)

geR

Mit dem Wissen von (10.53) lasst sich (10.52) wie folgt umschreiben:

(cpwa) = (3(qo ), )
l §'(Ra) =U
(0, Wa) = U
<5(a
Nach der Definition von & (siehe (10.44) gilt:

Ué(p.a)=5(Ra)

peR

Damit folgt aus (10.54), (10.55) und (10.51):

5" (0, wa) = U S(p,a):5(5(qo,w),a):5(qo,wa)

pes(dy,W)
U

5’(q0,wa)=5(qo,wa)

(10.50)

(10.51)

(10.52)

(10.53)

(10.54)

(10.55)

(10.56)

" Hier wird die Induktionsannahme fiir Lange(x)=1 verwendet. Da in dem aktuellen Induktionsschritt

Worter der Lange > 1 betrachtet werden, ist dieses Vorgehen erlaubt.
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11 Vorlesung vom 11. Mai 2000
11.1 Aquivalenz von endlichen Automaten und regularen Ausdriicken

11.1.1 Von regularen Ausdriicken zu endlichen Automaten

In den vorangegangen Wochen haben wir verschiedene Typen von endlichen Automaten
kennengelernt. Dabei haben wir gezeigt, dass deterministische und nichtdeterministische endliche
Automaten (DFA und NFA) sowie nichtdeterministische Automaten mit e-Ubergéngen die gleiche
Klasse von Sprachen, die reguléren Sprachen, beschreiben und beliebig ineinander konvertiert werden
konnen.

Jetzt wollen wir zeigen, dass die Sprachen, die durch reguldre Ausdriicke definiert werden, ebenfalls
aquivalent zu diesen endlichen Automaten sind. Diese Sprachen werden auch reguldre Mengen
genannt (nach dem Satz von Kleene: , Die Menge der durch reguldre Ausdriicke beschreibbaren
Sprachen ist genau die Menge der reguléren Sprachen.”)

Folgendes Schaubild verdeutlicht den Zusammenhang und die Abhangigkeit zwischen reguléren
Ausdriicken und endlichen Automaten, die wir im Anschluf3 zeigen wollen.

NFAs

- R

DFAs NFAs mit
e-Ubergangen

\Q Reguléare J

Ausdricke

Abbildung 18 - Aquivalenzkreislauf reguldre Ausdriicke - endliche Automaten

Satz:

Sei r ein reguldrer Ausdruck, dann existiert ein NFA mit e-Ubergangen, der die zum reguldren
Ausdruck gehdrende Sprache L(r) akzeptiert.

Beweis
Fur einfache reguldre Ausdriicke |&3t sich die Behauptung einfach zeigen. Wenn r die leere Menge

r=,dasleere Wort r =¢ oder ein einzelnes Zeichen r = xe X ist, dann liegt ein einfacher
reguldrer Ausdruck vor.

Zu zeigen ist, dass ein solcher regulérer Ausdruck in einen endlichen Automaten mit e-Ubergéangen
Uberfuhrt werden kann, wir konstruieren also einen solchen Automaten gemal3 der V orgabe des
reguldren Ausdrucks. Diese drei ein- oder keinelementigen Ausdriicke ohne Operator stellen
gewissermal3en den Induktionsanfang der Induktion Uber die Anzahl der Operatoren des reguléren
Ausdrucks vor.

Wenn wir zeigen kénnen, dass ein beliebiger reguldrer Ausdruck mit beliebig vielen Operatoren nin
einen NFA mit e-Ubergéangen und einem einzigen Endzustand, aus dem keine Ubergange
herausfihren, Uberfuhrt werden kann, dann existiert fir jeden reguléren Ausdruck ein entsprechender
Automat und die Aquivalenz ist bewiesen.

Fur die drei elementaren Zustande kénnen folgende Automaten gebaut werden, die einen einzigen
Endzustand haben, der erreicht wird, wenn ein Wort der Sprache L(r) erkannt wird und von dem keine
Ubergénge ausgehen.
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r={
Abbildung 19 - NFAs fir regulare Ausdriicke ohne Operatoren

Fur einen reguldren Ausdruck, der das leere Wort erkennt, geht der Automat direkt in den Endzustand
tiber, da e-Ubergange erlaubt sind. Der reguldre Ausdruck leere Menge tritt niemals in den Endzustand
ein und der reguldre Ausdruck fir ein bestimmtes Zeichen geht genau dann in den Endzustand Uber,
wenn dieses Zeichen erkannt wird.

Fir den Induktionsschritt von i - 1 auf i Operatoren lassen sich NFAs mit e-Ubergéngen fiir regulére
Ausdriicke mit weniger alsi Operatoren bereits konstruieren (i > 1). Dabel muf3 zwischen drei
Verkniipfungsarten unterschieden werden

1. Vereinigung:
r=ryo+r,
2. Konkatenation:
Fr=ry-r,
3. KleenscheHillle:
r=r*
11.1.2 Vereinigung zweier regularer Ausdriicke als NFAs

Gegeben sind zwei reguldre Ausdriicke r; und r, mit jeweils weniger alsi Operatoren, die reguléren
Sprachen L(r;) und L(r,) beschreiben. Nach Induktionsannahme gibt es zwei entsprechende NFAs

M, =(Q.%,,6,,0.{ }) und M, =(Q,,%,,5,,0,.{ f,}), die diese Sprachen erkennen. Die beiden

Automaten haben voneinander digjunkte Zustande, die unterschiedlich zu benennen sind, um siein
einer gemeinsamen Zustandmenge vereinigen zu konnen. Damit bilden wir einen neuen Automaten als
Vereinigung von M, und M.

AL @>\
X @

r:r1+r2

Abbildung 20 - Vereinigung von regularen Ausdriicken

Zu den Zusténden der beiden Automaten kommt ein gemeinsamer Startzustand go und ein
gemeinsamer Endzustand f,, aus dem keine weiteren Ubergange herausfiihren. Die erzeugte regulére
Sprache L(r) soll entweder Worter akzeptieren, diein L(r;) oder in L(r,) enthalten. Daher geht der
konstruierte Automat beim Start von g in einem e-Ubergang entweder in M, oder in M,. GemaR

I nduktionsannahme erkennt er dort ein entsprechendes Wort des jeweiligen Automaten und verl &3t
den Teilautomaten nicht, bevor er in den Endzustand f; bzw. f, eingetreten ist. In einem weiteren
e-Ubergang geht der Automat vom Endzustand eines Teilautomaten in den gemeinsamen neuen
Endzustand f,.
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Die Vereinigung zweier regulérer Ausdriicke, die sich in NFAs Uberfiihren lassen, liefert also wieder
einen reguldren Ausdruck, fir den ein NFA existiert. Formal [&3t sich der Automat, der L(r) erkennt
als M ausdriicken:

M :(QlquU{qo,fo},21u22,5,qo,{ fo}) (11.1)
Die Ubergangsfunktion & ist folgendermalien gestaltet:

5(0p, &) = {0y, 0 }
5({ f, fz}-g) :{fo}

Die Ubergange in den beiden Teilautomaten M, und M, entsprechen den Ubergangsfunktionen 8; und
8,. Dabei werden alle Zustande aulRer den beiden Endzustéanden f; und f, betrachtet. Daf, und f,
Endzustéande von M; und M, sind, aus denen per Induktionsannahme keine Ubergange herausfiihren,
kénnen sie nicht in der folgenden Definition enthalten sein, sondern gehen gemaf3 obigem Abschnitt
mit einem e-Ubergang zum gemeinsamen Endzustand f, tiber.

o(q,@=9,(g,a furqgeQ \{f}undaeX ue

(11.2)

. (11.3)
6(q,8)=9,(g,a) furqeQ,\{f,}undacX,ue
Somit gilt der Induktionsschritt fir Vereinigung:
L(M)=L(M,)uL(M,) < L(r)=L(r,)uL(r,) (11.4)

11.1.3 Schnitt zweier regularer Ausdriicke als NFAs

Die Konkatenation zweier regulérer Ausdriicke r, und r, zu einem neuen reguléren Ausdruck r
gestaltet sich ghnlich. Seien M; und M, NFAS, die L(r;) und L(r,) akzeptieren, dannsei M ein
Automat, der die Sprachen beider Automaten konkateniert.

///A\\\ 8 ///‘\\\
M, M,
r=r.-r

1 2

Abbildung 21 - Konkatenation von reguléren Ausdriicken

Der Startzustand von M, ist gleichzeitig Startzustand von M. Der Automat durchléuft in M die
einzelnen Zustande, bis er ein Wort geméai r, erkennt und in f; tibergeht. In einem e-Ubergang geht der
Automat von f; in gy, den Startzustand von M, Uber. Hier tritt er Uber mogliche Zwischenzustdnde in
f,, den Endzustand von M, der auch gleichzeit Endzustand von M ist.

M akzeptiert also eine reguldre Sprache L (M), die gemal’ AbschluReigenschaften regulérer Sprachen
aus der Konkatenation der per Induktionsannahme reguléren Sprachen L (M) und L (M) entsteht. Fir r
existiert so ein NFA mit e-Ubergangen. Formal definiert sich M as:

M=(QuUQ,Z,UZ,,8,q.{f,}) (115)

Die Ubergangsfunktion & fiir f; ist folgendermalien gestaltet. Da f; Endzustand von My, fiihren keine
Ubergéange aus f; heraus, eine Verbindung zwischen M; und M, wird daher bendtigt.

5(f,e)={a,} (11.6)

In den beiden Teilautomaten wird & entsprechend mit 5, und &, definiert. Der Ubergang von f; wurde
bereits definiert, f, verhélt sich wiein M, und ist gleichzeitig Endzustand von M.

5(g,8)=4,(q,a) furqeQ\{f}undaecZ Ue

(11.7)
6(q,@=9,(g,a) furqeQ,undacX,ue
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Somit ist der Induktionsschritt fir Konkatenation gezeigt:
L(M)=L(M,)-L(M;) < L(r)=L(r)-L(r) (11.8)

11.1.4 Kleensche Hiille eines regularen Ausdruckes als NFA

Bel der Hilllenbildung (auch Stern genannt) tber den reguléren Ausdruck ry kann ry einmal, keinmal
oder beliebig oft auftreten. Dementsprechend fuhren wir einen Automaten M ein, der den zu ry

passenden Automaten M, =(Q,,%,,8,,0,.{ f;}) erweitert.

Tritt r; keinmal auf, so geht M vom neuen Startzustand ¢ in einem e-Ubergang direkt in den neuen
Endzustand f, Uber. Andernfallsist r; mindestens einmal vorhanden und M geht in den Bereich von
M. Hier kann der reguldre Ausdruck beliebig oft wiederholt werden, davon f; mit einem e-Ubergang
in g, verzweigt werden kann. Folgen keine weiteren Wiederholungen von r, geht M in einem weiteren
e-Ubergang in den Endzustand fo.

Abbildung 22 - Kleensche Hiille Uber reguldarem Ausdruck

M akzeptiert somit regulére Sprachen, die L(M) = L(M1)* gentigen und kann folgendermal3en definiert
werden

M =(Q U {dh, fo} 21,6, 00,{ fo}) (11.9)

Die zugehorige Ubergangsfunktion & entspricht im Wesentlichen &;, muf allerdings fur die
Sterneigenschaften erweitert werden

5(0p,€) = {oav fo}
5(g.a)=0s,(q.a) firqeQ\{f} undaex, Ue (11.10)
5(f1’a):{q11 fo}

Somit ist der Induktionsschritt fur die Kleensche Hillle (oder Stern) gezeigt. Es existiert ein NFA M,
der beliebig viele Konkatenationen der von r; akzeptierten Sprache sowie das leere Wort akzeptiert.

L(M)=L(M)* < L(r)=L(r)* (11.11)

Mit den drei Féllen Vereinigung, Konkatenation und Hullenbildung ist die Induktion Uber die Anzahl
der Operatoren abgeschlossen. Verschachtelte, vollstandig geklammerte Ausdriicke kénnen mit Hilfe
der AbschluRReigenschaften in diese Grundformen zerlegt werden.

11.1.5 Beispiel: Konstruktion eines NFA mit e-Ubergéangen fur einen reguldarem
Ausdruck

AlsBeispiel betrachten wir einen reguléren Ausdruck r = 01*+1. Mit vollstandiger Klammerung und
Aufspaltung in die Operationen Vereinigung, Konkatenation und Stern sowie Substitution mit
symbolischen Ausdriicken r; (ihrerseits wieder regulére Ausdriicke) erhadlt man
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ol +1= o(1*))+1

Il
-
N
—
s
~—
~—
+
o

Mb)+1 (11.12)

S0 zerlegt lassen sich fir jeden Ausdruck r; wie im vorangegangenen Abschnitt beschrieben
Automaten konstruieren und diese dann zusammensetzen. Dabei beginnt man mit dem am weitesten in
der Klammerhierarchie innenliegenden Ausdruck r; und erweitert den Automaten immer um weitere
Zustande fiir die umgebenden Ausdriicke.

Fir ry ist die Operation Stern anzuwenden, daher konstruiert man einen Automaten mit 4 Zustanden,
einem Start- und einem Endzustand g, und g4, sowie zwei weiteren Zustéanden g, und gs. Vom
Startzustand ¢, kommt man in einem e-Ubergang zu g, oder direkt zum Endzustand g (Ieeres Wort).
Mit einer 1 kommt man zu gz und von dort per e-Ubergang zu g zuriick (Stern) oder zum Endzustand

Q.

Abbildung 23 - Automat fir 1*

Die Konkatenation (Und) von r, und r4 benétigt lediglich zwel weitere Zusténde gs und g, die vor den
Automaten fir r, geschaltet werden. Von gs geht der Automat nur in g Uber, wenn eine 0 als Zeichen
anliegt. Von gs gelangt der Automat in einem e-Ubergang in ¢, den Anfangszustand des oben
beschriebenen Automaten. Dadurch ergibt sich folgender Automat

Abbildung 24 - Automat fur 01*

Der noch verbleibende Ausdruck rz mufd mit rs = r-r;* in Vereinigung (Oder) aufgehen. Dazu benétigt
man einen neuen Startzustand ; und einen neuen Endzustand gs. Fur die Konstruktion eines
Automaten, der r3 erkennt, ben6tigt man weitere zwei Zusténde gy und ¢0. VOm neuen Startzustand g,
gehen e-Ubergange zu den Startzustéanden der beiden alternativen Automaten gs und de. Genauso
gehen von den Endzustanden der Teilautomaten g, und oo e-Ubergange zum neuen Endzustand ge.
Weiter tritt der Automat von go bel Zeichen 1 in den Zustand qyo.
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Abbildung 25 - Gesamter Automat

Fir den reguléren Ausdruck 01*+1 exisiert wie gezeigt ein endlicher, deterministischer Automat mit
e-Ubergéngen, der folgende Definition hat. Fiir die zehn Zusténde gibt es einen Startzustand g; und
einen Endzustand gg. Die Ubergangsfunktion entspricht dem oben aufgefiihrten Graphen fuir den
gesamten Automaten.

M = ({Ch\ ey Cho ) 1245, { G }) (11.13)

Auf diese Weise lassen sich fiir alle reguléren Ausdriicke DFAs und NFAs konstruieren, die die
gleiche Sprache wieder regulére Ausdruck erkennen.

11.1.6 Von endlichen Automaten zu regularen Ausdriicken

Gemal3 der Darstellung des Schaubildes zu Beginn des Protokolls, haben wir gezeigt, das sich regulédre
Ausdriicke in nichtdeterministische Automaten mit e-Ubergangen umwandeln lassen. Aus
vorangegangenen Protokollen ist bekannt, dass DFAS, NFAs und NFAs mit e-Ubergangen aquivalent
sind. Jetzt ist der Weg zurtick zu den reguldren Ausdriicken zu zeigen, der letzte Pfeil im Schaubild
von DFAs zu reguldren Ausdriicken.

Satz:

Wenn eine Sprache L von einem DFA akzeptiert wird, dann &1}t sich diese Sprache L durch einen
reguldren Ausdruck r beschreiben.

Beweis

Esist zu zeigen, dass der zu bestimmende reguldre Ausdruck r die gleiche Sprache beschreibt wie der
gegebene Automat M, also L(r)=L(M) gilt. Sei M ein endlich deterministischer Automat, dessen

Zustdnde von 1 bis n durchnummeriert sind und g, der Startzustand ist.

M=(Q,%,0,q,,F

(Q%.0.6.F) (11.14)
Q={, %0y}
RY, seien Sprachenmit i, j e{1,...,n}und ke {1,...,n} , diewir durch regul &re Ausdriicke beschreiben
wollen. R, enthalt alle Worter x, die den Automaten von Zustand g tiber verschiedene

Zwischenzustande nach ¢ tiberfihren. Dabei seien ¢ die besuchten Zustande® und es gelte | < k fir
alle Worter x.

R, ={xd*|5(qi,x) = g, mit Zwischenzustanden g \{q, g, }|I < k} (11.15)

8 Besuchen bezeichnet hier in den Zustand einzutreten und wieder herauszutreten
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Diese Sprachen R konnen rekursiv definiert und per Induktion Uber k bewiesen werden. Fir k =0 as
Induktionsannahme geht der Automat direkt von Zustand g; nach g; ohne dabei Zwischenzusténde zu

besuchen, dakein Zustand g, mit p < 0 existiert. Fir den Fall i = j enth&lt die Sprache R‘?j dle
Zeichen, fur die der Automat beginnend in g; direkt in g; Ubergeht.

R’ ={aeX[s(q,2)=q} (11.16)

Fir den Fall, dass i = ] gegeben ist, erkennt der Automat alle Zeichen ohne tiber Zwischenzustéande zu

gehen, bel denen er von q; in g; geht, also im gleichen Zustand verbleibt. Im ,, Zustand Verbleiben”
heil3t aber auch, dass der Automat keinen Zustandswechsel macht und so dass leere Wort zur Sprache
gehort

R ={¢}u{aez|s(q.a)=q} (11.17)

Fur diese Félleist R’; eine endliche Menge von Zeichen und ein regularer Ausdruck 18 sich

aufstellen. Die Induktionsannahme ist damit bewiesen. Ein entsprechender regulérer Ausdruck besteht
aus der Veroderung der auftretenden Zeichen sowie dem leeren Wort, falls i = j

i#zj: rh=a+a,+..+a

(11.18)
i=j: rl=a+a+..+a+e

Fur den Induktionsschritt von k auf k+1 verwenden wir die Rekursionsgleichung und setzen Rfj as
gegeben voraus.

erl = Rkj Y R%l«-l( Rti(+1,k+1 )* Rf+1,j (11.19)

Worter x, bei denen der Automat von g; nach g; tbergeht, mussen den Zustand g1 nicht passieren.
Dann wird dieser Zustand nicht bendtigt und die Sprache R'fj*l 1803t sich durch das bereits bewiesene

R ; ausdrticken. Wird der Zustand bendtigt, geht der Automat von ¢ in g1 Uber und kann innerhalb

von (Rkkﬂ,m)* O«+1 beliebig oft aufgerufen werden (Stern, Kleensche Hiille). Anschlief3end tritt er in g
ein und erkennt somit Worter, bel denen der Automat durch g+, a's Zwischenzustand geht.

Ein entsprechender regul&rer Ausdruck r™* fur die Sprache R** 183t sich aufstellen, dadie

]
Rekursionsgleichung nur die Operationen fur regulére Ausdriicke Vereinigung, Konkatenation und
Hullenbildung enthalt. Nach Induktionsannahme beschreiben die reguléren Ausdriicke fir k bereits
regulére Sprachen. Die Anwendung der Operationen auf reguléren Ausdriicke ergibt wieder regulére
Ausdriicke genauso wie die Anwendung der Operationen auf regulére Sprachen wieder eine regulédre
Sprache ergibt (siehe Abschluf3eigenschaften). Damit 182t sich der folgende regulére Ausdruck
aufstellen

T krl = ( rif(j + ri%k+1(rki<+1,k+1) rkk+1,j ) (11.20)

Der Induktionsschritt ist damit bewiesen und es lassen sich beliebige regulére Ausdriicke aufstellen,
die Teilmengen von L (M) beschreiben. Fir dem Automaten M betrachten wir jetzt alle Worter, die
den Automaten vom Startzustand g, in einen Endzustand g; Gberfiihren und dabei alle n Zustande des
Automaten (siehe Definition am Anfang des Beweises) besuchen. Die Menge dieser Worter ist die
Sprache, die der Automat erkennt.

L(M)=JR] (11.22)

g eF
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Damit &/}t sich analog zum vorangeganen Abschnitt ein reguldrer Ausdruck konstruieren und so der
Beweis abschlief3en. Fir die moglichen Endzustande

F :{qillqizi""qip} (11'22)

verwenden wir die Indizesiy,iy,...,i,. Der regulére Ausdruck ist so die Veroderung regul érer
Ausdriicke, die die Worter beschreiben, bei denen der Automat in jeweils einem gemeinsamen
Endzustand hlt.

n

P=r +0 o0 (11.23)
Somit wurde wurde gezeigt, dass man zu einer von eéinem DFA M akzeptierten Sprache L(M) einen
reguléren Ausdruck r angeben kann, der die gleiche regulére Sprache L(r) = L(M) beschreibt.

Regulére Ausdriicke, endliche deterministische, endliche nichtdeterministische sowie endliche
nichtdeterministische Automaten mit e-Ubergéangen sind somit wie im heutigen und den
vorangegangen Protokollen gezeigt, aquivalent und beschreiben die Menge der reguléren Sprachen.
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12 Vorlesung vom 16. Mai 2000
12.1 Wiederholung der letzten Vorlesung

12.1.1 Abschlusseigenschaften

Fur die folgenden Sprachen soll Uberpriift werden, ob sie zur Klasse REG der reguléren Sprachen
gehdren.

Beispiel 1
Wir wissen, dass die Sprache L ={a"b"|n>0} nicht regular ist, folgt daraus, dass die Sprache
L'= {a"cbn |n > 0} auch nicht regulér ist? Der argumentative Beweis nach Myhill-Nerode sieht wie
folgt aus:

L, ={a"ct"|n>0} ¢ REG « L,={a""| n>0} ¢ REG (12.1)
Esist nun zu zeigen, dassder Index(L,) unendlichist. Diesist aber leicht zu sehen, wenn man die

Woérter der Sprache, als Zusammensetzung aus a'c und b' fir alle i sieht. Esist Fakt, dass es
unendlich viele Worter a'c gibt. Somit ist der Index unendlich und damit L, ¢ REG .

Beispiel 2
Nun ist die Frage, ob auch die Riickrichtung gilt. In anderen Worten gilt:
L, ={a'ch"|n>0} ¢ REG= L, ={a'b"| n=0} ¢ REG (12.2)

Nehmenwiran L, = {a”cb” |n > 0} ¢ REG sei regulér. Sei weiterhin h ein Homomorphismus, welcher
die folgenden Abbildungen durchfihrt:
h(a)=a
h(b)=b (12.3)
h(c)=¢
Bildet man nun die Sprache:
L'=h™(L,) (12.4)
und vereinigt diese mit beliebigen Folgen der Form a'cb’ so ergibt sich die Sprache:
L"=L'na'ch’ (12.5)

Diese ware aufgrund der Abgeschlossenheit der Reguléren Sprachen immer noch regulér. Jedoch kann
man diese Sprache auch umformulieren zu:

L"={a"ch"|n>0} (12.6)
Jedoch wissen wir, von unserer Annahme, L, = {a”bn | n= 0} sei regulér, dass diese falsch ist. Somit
kann auch die Sprache L, = L"={a"ch"[n> 0} nicht regulér sein.
Beispiel 3:
Man kann weiterhin zeigen, dass gilt:

L, ={a"ct"|n>0} ¢ REG= L, ={a"b'c"d’|n,r,s> 0} ¢ REG (12.7)
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Angenommen die Sprache L, wére regulér, dann wére auch die Sprache
L'=L,nabcd
) (12.8)
L'={a"oc"d*|n,s> 0}
regul&r. Nun kann man einen Homomorphismus hverwenden mit den Abbildungen:
h(a)=a
h(b)=c
h(c)=b
h(d)=¢

(12.9)

Sei nun L" die Sprache, welche erzeugt wird, indem man den Homomorphismus auf die Sprache L'
anwendet:

L"=h(L')={a"cb"|n>0} (12.10)
Diese musste auch regulér sein, dawir jeweils nur strukturerhaltende Operationen verwendet haben.
Wir wissen jedoch, dass die Sprache bestehend aus Wortern der Form {a"cbn |n > O} nicht regulér
somit ergibt sich ein Widerspruch.
Beispiel 4:
Gilt:

L ={a'ch"|n>0} e REG= L, = {wjwe{ab} #,(w)=2#,(w)|« REG?  (1211)

Angenommen, dass L, regulér ist, dann ist auch die Sprache:
L'=L,nab
g (12.12)
L'= {az”b”|n2 O}

regulér. Wieder definieren wir einen Homomorphismus mit den Abbildungen:
h(a)=aa
h(b) =b (12.13)
h(c)=¢

Sei nun L" die Sprache, welche erzeugt wird, indem man den inversen Homomorphismus auf die
Sprache L' anwendet:

L"= h‘l(L')

Man definiert nun:

L"=L"na'ch (12.14)
)

L":{a”cb”|n20}

Diese musste auch regulér sein, dawir jeweils wieder nur strukturerhal tende Operationen verwendet
haben. Wir wissen jedoch, dass die Sprache bestehend aus Wértern der Form {a”cb” |n > 0} nicht

regulér somit ergibt sich ein Widerspruch.
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Beispid 5:
Zum Schluss gilt noch zu Uberprifen, ob:
L, ={a""|n>0} ¢ REG= L, ={a"b"|0< m< n} ¢ REG (12.15)
Wieder nehmen wir zunéchst an, dass die Sprache L, regulér sei. Dann ist auch die Sprache:
L'=ab’ N, ={a%"0<n<m] (12.16)
reguldr. Durch Konkatenation bilden wir:
L"={a} L':{a”bm|0< n< m}
L"=L,nL"={a"%"|n>1} (12.17)
L"=L"n{e}

Dannsind L™ =L, . Doch wiederum gilt, da die Sprache L, nicht regulér ist, dassauch L, nicht
regulér ist.

12.2 Beispiel zur Umwandlung eines Automaten dem entsprechenden
Regularen Ausdruck

In diesem Abschnitt beschéftigen wir uns hauptséchlich mit dem folgenden Automaten:

-~ = --\-\-\-\-"'-\.\_\__\_\-.
p - - x,__khh
.'-’-' "'\-\_\*
H T "f’ _::-"-"'?b\ P =,
\a i/ \H 0 7 N 0 Y. &
- | |I ol Q ! |I N II I|'|II
A‘l' g / \ 2 |;'I g NE i
1\\-‘_\__ ___'__.--"‘J'-fI -l‘%::._\_\__\_T__:.-___’_.’-'/ 11;‘\:‘:___7::-?.-{
""1-.
‘\\Rﬁ — 0 __..-r’"fff o —— 0.’]._____.#-’#;

Abbildung 26: der endliche Automat des Beispiels

k=0 k=1 k=2
s € & (00)

kK g c+00 (00)*

s 1 1+01 01
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k=0 k=1 k=2
m 9 9 (0+1)(00)0

rp 0+1 0+1  (0+1)(00)

s € & £+(0+1)0'1

Sei M der abgebildete endliche Automat. Die Wert r”.k Viundj, undk =12 oder 3 sindin Tabelle 1
abgebildet. Dabei wurden die reguldren Ausdriicke vereinfacht, und zwar in der Form:
(r+s)t=rt+st oder (¢+r) =r . Zum Beispiel ergibt sich fir r,,":

R =1 (1) 1+ =0(e) 0+ e (12.18)
Ebenso ist:

e = (1) T+ 1 =0(e +00) (1+01) (12.19)
Bedenkt man, dass (& +00) =(00) und weiterhin gilt 1+ 01= (s +0)1, dann ist:

ry =0(00) (£+0)1+1 (12.20)

Daweiterhin der Ausdruck (00)* (&+0) aquivalent zu O ist, ergibt sich fur 0(00)* (e+0)1+1
zunéchst 00'1+1 und schliellich 0°1. Die Reguldren Ausdrucke fiir M ergeben sich aus den
akzeptierenden Zustanden. Alsoist r,,° +1,,> zu bestimmen. Mit:

, = I, (r332 ) [
= 01(s+(0+1)0'1) (0+1)(00) +0(00) (12.21)
= 01((0+1)0'1) (0+1)(00) +0(00)
und
e = fy (r332 ) I
= 01e+(0+1)01) (+(0+1)01)+01 (12.22)
= 01((0+1)01)
ergibt sich dann:
o +1,’ =0 ((0+2)02) (2+(0+1)(00) ) +0(00) (12.23)

Dies stellt den Regul&ren Ausdruck fir den Beispielautomaten dar.
12.3 Endliche 2-Wege Automaten

Dieser Abschnitt dient nur zur Information, da diese Automaten kein Thema dieser Vorlesung sein
sollen. Deterministische endliche Zweiwegautomaten sind definiert als Quintupel M =(Q,%,5,0,,F)

unterschiedlich zum ,,normalen* DFA ist hier zum einem dass die Ubergangsfunktion neben einem
Zustand noch eine Laufrichtung zurtickgibt, in welcher der néchste Zustand besucht werden soll. & ist
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asoauf Qx X" — Qx{L,R} definiert. Eskann jedoch gezeigt werden, das ein und zwei-Wege
endliche Automaten gleichwertig sind.

Seite 73/ 141



Theoretische Informatik 2

13 Vorlesung vom 23. Mai 2000
13.1 Grammatiken

13.1.1 Beispiel zu Grammatiken

AlsBeispiel fiir eine Grammatik diene hier die Menge der booleschen Ausdriicke’. Das Startsymbol
ist ein Nicht-Terminalsymbol, das wir ,,BOOL" nennen. Als Termina symbole lassen wir alle Zeichen
zu, die man gemeinhin fir boolesche Ausdriicke verwendet. Die Produktionsregeln sind (13.1) zu
entnehmen, und sollten jeden booleschen Ausdruck produzieren kénnen:

G=(V,z,P,S)
V :={BOOL,QUANTOR,a...z,A,v,—,(,)}
T={a..zrv, ()} (13.1)
BOOL —(BOOL ),
BOOL ——BOOL,
p. |BOOL —BOOL A BOOL,
BOOL —» BOOL v BOOL,
BOOL — QUANTOR,
QUANTOR  —a...z
S:=BOOL

Der Ableitungsbaum eines beispiel haften booleschen Ausdruckes geméf3 obiger Grammatik kdnnte
wie folgt aussehen:

X v=a Yy (A4 a A b
- o -~ -~
QUANTOR QUANTOR QUANTOR  QUANTOR

QUANTOR v —QUANTOR] A —{QUANTOR A QUANTORJ

BOOL BOOL

BOOL BOOL

BOOL BOOL

BOOL v —BOOL] A —.[BOOL A BOOLJ
— _

BOOL v BOOLJ A—(BOOL) (13.2)
——

BOOL BOOL

(BOOL) A -BOOL
N —

BOOL BOOL

BOOL A BOOL

BOOL

BOOL

Wie man sieht, beginnt die Transformation bei einem gewdéhnlichen booleschen Ausdruck, und endet
bei dem Startsymbol S'°.

13.2 Die Aquivalenz von reguldren Grammatiken und endlichen Automaten

Satz:
Sei Lc X" eine Sprache, dann gilt:

° Fur die Korrektheit ibernehme ich keine Haftung ;-)
1% bie Begriffe ,starten“ und ,enden* diirfen in diesem Zusammenhang auch vertauscht werden.
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1) 3 ein endlicher Automat M L=T(M)
g (13.3)
2) 3 eine reguldre Grammatik G: L=L(G)
Bewels:
12
Gegeben sei der endliche Automat
M =(Q.%,8,0,F) (13.4)

Wir definieren eine neue Grammatik, die dem endlichen Automaten M entsprechen soll. Diese neue
Grammatik benutzt das Alphabet des Automaten als Terminalalphabet, und die Zustandsmenge des
Automaten als Nicht-Terminal alphabet:

G =(QUZ,Z,P,q) (13.5)
Esbleibt die Frage nach der Produktionsmenge P.
P:={q—>aq’|5(q,a)=q’}u{q—>e|qe F} (13.6)

Wir zeigen nun, dass die durch G’ definierte Menge tatséchlich die Mengeist, die von M akzeptiert
wird. Fir jedes Wort, das der Automat M akzeptiert, gilt:

XeT(M)
)
p=5(0y,X)eF
() X=2a3,...8,
pzb“(qo,alaz...qx‘)eF (13.7)
)
p:5(...5(5(q0,a1),a2)...,qx‘)e F
)
(5(Po=0a)=p)A(5(pa)= pZ)A.../\(5(qX‘_1,qX‘)= p)/\(pe F)
Aus (13.6) folgt:

vp,eQa el: (5(pn,as)=pm)©[pnéaspm] (138)

Seite 75/ 141



Theoretische Informatik 2

Aus (13.7) und (13.8) folgt:

xeT(M)

g

(po :=qo§1>aip1jA(p1%>a2pzjA-..A(qx_lgl?qxij(p=5(qo,X)e F)

g

o éaiaz .ayp (13.9)

g (peF)@(p%;g)

G288, -8y
¥ a,a,...a, X (Terminasymbole)
Xe L(G')

Die Mengen sind also identisch:
T(M)=L(G) (13.10)

R
Gegeben sai die regulére Grammatik
G=(V.z,P,S) (13.11)

Wir definieren einen nichtdeterministischen, endlichen Automaten M’, welcher der reguléren
Grammatik entsprechen soll. Dieser neue Automat benutzt die Nicht-Terminalsymbole der Grammatik
als Zustandsmenge, und die Terminalsymbole der Grammatik als Eingabeal phabet. Wir definieren
weiterhin den ausgezel chneten (akzeptierenden) Zustand f:

M"=((V-2)u{f}2,5,SF) (13.12)

Die Menge der akzeptierenden Zusténde F seien alle jenen Zustdnde (bzw. Nicht-Terminalsymbole),
welche in das leere Wort (ibergehen kénnen, sowie der ausgezeichnete Zustand

F={A(AeV-Z)r(A>eeP)lU{f} (13.13)

Die Ubergangsfunktion ist beim endlichen Automaten definiert auf dem Kreuzprodukt von
Zustandsmenge und Eingabesymbol, d.h. in unserem Fall, auf dem Kreuzprodukt der Nicht-
Terminalsymbole (plus,,f*) und der Terminalsymbole. Die Ubergangsfunktion liefert beim endlichen
Automaten eine Teillmenge der Zustandsmenge zuriick, d.h. in unserem Fall eine Teilmenge der Nicht-
Terminalsymbole.

Fir jeden Zustand, der eéinem Nicht-Terminal symbol entspricht, welches direkt in ein Terminal symbol
Ubergehen kann (AeV —X,aeX: A— ac P), soll der neue Automat (unter anderem) in den

ausgezeichnete Zustand f Ubergehen:
5(Aa)={B|A>aBeP}u{f|A>acP} (13.14)

! Dieser, ausgezeichnete Zustand f ist das wichtigste Element der Menge der akzeptierenden
Zustande...

Seite 76 / 141



Theoretische Informatik 2

Wir zeigen nun, dquivaent zum ersten Teil des Beweises, dass die von M’ akzeptierte Menge
tatsichlich die Mengeist, die durch G definiert wird™. Fir jedes Wort, das unser neuer Automat M’
akzeptiert, gilt:

xeT(M')

)

5(SX)NF 20 (13.15)
)

Falls §(S,x) einen Zustand Q" beinhaltet, der akzeptierend ist, so gilt geméaf (13.13):

B
S(SX)NF e{A(AeV-Z)A(A>ceP)ju{f} (13.16)
g

Bis hierher haben wir Umformungen vorgenommen, die eine Aussage dartiber machen, wann ein Wort
vom neuen Automaten akzeptiert wird, und wann nicht; in Abhangigkeit von dem Wort. Wie man

an (13.16) sieht, gibt es genau zwei Moglichkeiten, warum ein Wort von dem neuen Automaten
akzeptiert werden kann —von diesen zwei M 6glichkeiten muss mindestens eine Moglichkeit eintreten.

Die Definition des neuen Automaten und seiner Ubergangsfunktion beruht auf einzelnen Symbolen,
nicht auf Wortern. Daher zerpfliicken wir an dieser Stelle die Bearbeitung eines Wortesin die
Bearbeitung vieler Symbole:

5(S,x)= .-U 5(Qu1ay) (13.17)

e U s@a)
Qed(S.a1)

Mit diesem Wissen l&sst sich (13.16) umschreiben zu:

!
5(Qu1ay)NF e{A(AcV -2)a (A zeP) L] (13.18)
g

Auch bis hierher haben wir , nichts anderes*, als eine Gleichung, die beschreibt, wann ein Eingabewort
von unserem neuen Automaten akzeptiert wird, und wann nicht — jetzt aber nur noch in Abhangigkeit
von dem letzten Symbol des Eingabewortes, sowie dem Zustand des Automaten zu diesem Zeitpunkt.

Wir haben den ausgezeichneten Zustand f genau so definiert, dass ein Ubergang f ergibt, falls der
urspruingliche Zustand gemal3 Grammatik in das Eingabesymbol tbergehen kann (siehe (13.14)):

(fes(Aa))=(A>acP) (13.19)

'2 Dieser Beweis wurde im Skript komplett weggelassen. Warum, ist mir nicht klar.
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Mit diesem Wissen folgt:

g

Mdoglichkeit 1

g

Qi ¢€P)v(Qq>a,<P)

Moglichkeit 1 Méglichkeit 2

)

Maglichkeit 2

(m AQua—é€ P) v(Qu—~a,<P)
(

(13.20)

Die aobige, boolesche ,Kirzung* durften wir vornehmen, da diese Bedingung gemal3 der Definition
der Ubergangsfunktion immer erfillt ist. Es gilt nun, irgendwie den ,, Weg zuriick* zu finden vom

Zustand q

x-1

xeT(M')

g

5(Sa)>Q. A
AE(QLa,)3Q, A

A O(Quay2)> QA

7O(Qy281)> Qs
g

(S»>aQeP)a
ANQ—>aQ,eP)A

ARTRWAN

A Qs = 8Qy2€P) A

A Q2 > 84:Q4: < P)
)

S? ai cee qx\—1QX\—l

zum Zustand S. Aus (13.14) folgt:
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Oho. Wir wissen nun also, dass — falls ein Wort von unserem neuen Automaten akzeptiert wird, das
zugehdrige Nicht-Terminalsymbol Bestandteil der durch die Grammatik definierten Spracheist.
Weiterhin wissen wir aus (13.20), dass der , letzte Zustand” des Automaten in ein Terminalsymbol
Ubergeht. Daraus folgt:

XeT(M')
g

S:; 3. %ﬂxl) A (Qua > #eP)v(Qu—3,<P)

Moglichkeit 1 Maglichkeit 2

(13.22)

g
(S?ai...qx_lJA( S?ai...qx_quj
g
S?x
Die Mengen sind also identisch:
T(M')=L(G) (13.23)
13.3 Die Sprache ,a"b"™
Satz:
Die Sprache L::{a“b”|nzl} ist nicht regular!

Beweis:

Wir fihren einen Widerspruchsbeweis durch, und behaupten, L ist reguldr. Dann existiert auch ein
endlicher Automat M, welcher L akzeptiert:

L e REG

U

IDFAM : M =(Q,%,8,0,F)
L=T(M)

(13.24)

Wir gehen davon aus, dass dieser Automat existiert und funktioniert. Wir betrachten diesen
Automaten nach der ,,Halfte" der Ausfiihrungszeit, d.h. zu dem Zeitpunkt, an dem er diea’s
abgearbeitet hat, und die b’s noch nicht. Wir wéhlen ein Eingabewort, dass genau so viele @' s enthdlt,
wie der Automat Zustande besitzt. Nach der Verarbeitung aller a's befindet sich der Automat in einem
Zustand, den wir g nennen:

n=lo

13.25
5(qo’an)=q ( )
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Der Automat ist in dem Startzustand qo gestartet, hat n Eingabezeichen verarbeitet, und hat
demzufolge n mal seinen Zustand gewechselt. Auf3er dem Startzustand qo existieren noch (n-1) weitere
Zustdnde. Daraus folgt, dass der Automat mindestens einen Zustand mehr al's einmal angenommen

hat:

A9 eqQ, i,j,kel:
(j21) A (i+j+k:n) A

5(qo,a‘ ) =q A (13.26)
s(a.a')=q

"Schleife"
5(q.a")=q

Fir den Automaten ist es logischerweise ,,egal”, ob er die Schleife ausfuhrt, oder nicht. Daraus folgt,
dass der Automat zwischen den beiden Eingabewortern a und a™ indifferent ist:

5(0p,a")=5|5(0.a ).a’ |=5(q.a')=q'=5(q,.a) (13.27)

—_——

'

q

Das bedeutet ganz allgemein, dass man die Schleife auch weglassen kann, d.h. die &’ s aus dem
Eingabewort weglassen kann, ohne dass sich am Verhalten des Automaten irgendetwas &ndert:

5 (0o, @ D) = 5(5 (g, ), 30K ) =
=5(5(gp,a"), @) =
_ 5(q0'ai+j+kbi+j+k ) _
=5(gy,a"0")

(13.28)

Wir haben durch (13.24) definiert, dass Eingabeworter der Form a'b" von dem Automaten akzeptiert
werden, d.h. den Automaten vom Startzustand aus in einen akzeptierenden Zustand versetzen. Das
gleiche Verhalten gilt demnach fiir Eingabewdrter der Form a™*b"™/** mit j>0:

Pt eT(M)

U

5(0, @0 ) e F

U

5(0, @0 )eF (13.29)
U

a™p ™ eT(M) Widerspruch!

U

L ¢ REG

Unser Automat akzeptiert demzufolge auch Eingabewdrter der Form a*0'"** welche aber nicht
Bestandteil der gegebenen Sprache L sind. Die Sprache L ist nicht regul ar!

13.4 Das Pumping-Lemma

Satz:

»Wenn man einen Automaten hat, und ein akzeptiertes Wort kennt, dessen Lange groR3er ist als die
Anzahl der Zustdnde des Automaten, dann ist die durch den Automaten akzeptierte Sprache
unendlich.”
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Wir haben im vorangegangenen Beispiel gesehen, dass es einen Zusammenhang gibt, zwischen der
Anzahl von Zusténden eines Automaten, der Lange eines Wortes der erzeugten Sprache, und der
Anzahl der Zustandsschleifen wahrend der Verarbeitung dieses Wortes.

Das Pumping-Lemma generalisiert diese Erkenntnis: Nach dem Pumping-Lemma gibt es fir jede
Sprache L eine bestimmte Wortlange n, ab welcher Worter, die in der Sprache enthalten sind,
zwangswei se solche ,, Schleifen” enthalten:

VLeREG 3dn>1 Vxel:

(|x|2n):>3u,v,WeZ*:l)x:uvw
2)O<|v|<n (13.30)
3)u \_/'H wel Vi=0

Schleife
Beweis:

Der Beweis verlauft ghnlich wie im vorangegangenen Beispiel. Wenn L regulér ist, existiert auch ein
endlicher Automat M, welcher L akzeptiert:

LeREG

U

IDFAM : M =(Q.%,5,0,.F)
L=T(M)

(13.31)

Wir dirfen davon ausgehen, dass dieser Automat existiert, und dass er eine endlich Zustandsmenge
besitzt:

n:=|Q| (13.32)

Angenommen, es existiert ein Eingabewort, welches von dem Automaten akzeptiert wird, und welches
genauso viele Buchstaben besitzt, wie der Automat Zusténde hat. Dann startet der Automat in dem
Startzustand qp, verarbeitet n Eingabezeichen, und wechselt demzufolge n mal seinen Zustand. Auf3er
dem Startzustand ¢ existieren noch (n-1) weitere Zustdnde. Daraus folgt, dass der Automat
mindestens einen Zustand mehr al's einmal annimmt:

Ixel: [x=n

U

) (qo, X) eF

U (13.33)

A9'eQ, u,weX’, veX':

Xx=uw A (g,u)=q A (q,v)=0 A 8(,w)eF

"Schleife”

Fir den Automaten ist es logischerweise , egal”, ob, und wie oft er die Schleife ausfihrt. Daraus folgt,
dass der Automat zwischen den Eingabewortern der Form wv/'w fiir i>0 indifferent ist:

5(qo,uviw):5(5(5(q0,u),vi),W):

=65| 5| 5(0y,u), V' |\W|= (13.34)
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Darausfolgt:

uw'we L (13.35)
13.5 Entscheidbarkeit

13.5.1 Pradikate

Der Begriff des, Pradikates" ist der Pradikatenlogik als Teilgebiet der mathematischen Logik
entnommen. Ein Préadikat ist eine Aussage, die entweder wahr oder falsch ist. Ein Pradikat wird
zumeist als mathematische Funktion definiert.

13.5.2 Definition der Entscheidbarkeit
Sei SeineMenge, und p:S— {0,1} ein Pradikat mit

1 fallsp(s) wahr

VseS: p(s):= {0 falls p(s) falsch (13.36)

Esgilt:
Problem (S,p) ist entscheidbar
$ o (13.37)

3 Algorithmus/Programm A:  Vse S: A(s):{(l)}c> p(s){g}

Entscheidbar sind z.B. folgende Fragen:

1. T(M)=g ?

2. T(M) endlich?

3. T(M) unendlich?

Die Beweise dafir erbringen wir im Folgenden.

13.5.3 Beispiel: Entscheidbarkeit der leeren Sprache
Behauptung:

Die Frage, ob T(M)=& ist entscheidbar.

Bewels:

Sel M =(QX,8,6,F), n=|Q. Esgilt:

T(M)=0<| Vxel :|{<n=xgT(M) (13.38)
Entscheidbares Problem
Wieso?
» Hinrichtung”:

Diese Richtung ist trivial. Wenn der Automat Uberhaupt kein einziges Wort akzeptiert, dann erst recht
keines, das eine bestimmte Lange hat.

Ruckrichtung:

Hierflr bemthen wir einen Widerspruchsbeweis. Wir nehmen an, dass der Automat alle Worter der
beschriebenen Lange nicht akzeptiert, aber es trotzdem Worter gibt, die der Automat existiert:
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Annahme:
(VXGZ*:
U
3y:(yeT(M))A(ly|zn)

Wir betrachten nun das kiirzeste dieser akzeptierten Woérter, und nennen es x:

X<n= XET(M))/\(T(M);&@)

x=zel ‘Vz'e L=(|Z]=|2)
Gemal3 Annahme (13.39) gilt fir die Lénge dieses Wortes:
IX>n

Nach dem Pumping-Lemma gilt, dass dieses Wort in dem endlichen Automaten ,, Schleifen*
verursachen muss.

3%, %, % 1 (X= %%, ) A (LS [%,| <) A (%X € L)
U

x| <X

U

|X,%;|=n-1 Widerspruch!

(13.39)

(13.40)

(13.41)

(13.42)

Das bedeutet, dass es automatisch auch ein Wort geben miisste, welches ebenfalls akzeptiert wird, aber

gegen die Annahme (13.39) verstofdt. Also gilt (13.38), und damit gilt:
T(M)=Q ist entscheidbar!

13.5.4 Beispiel: Entscheidbarkeit der unendlichen Sprache

Behauptung:

Die Frage, ob T(M) unendlich ist, ist entscheidbar.

Bewels:

Sei M =(Q,%,6,0,,F) einDFA, n:=|Q|. Esgilt:

T(M) unendlich < 3xeT(M):(n<|x<2n-1)

NS
Entscheidbares Problem

Wieso?

Ruckrichtung:

(13.43)

(13.44)

Wenn ein Wort von dem Automaten akzeptiert wird, und genauso viele oder mehr Buchstaben besitzt,

wie der Automat Zustande, dann ist gemald dem Pumping-Lemmaeine Schleifein dem
Automatenablauf, die ,, aufgeblasen werden kann*“:

(T (M) (1 21)

U

Ju,v,w: (uw = X) /\({uviw|i > O} cT(M ))
U

T(M) unendlich
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»Hinrichtung”:

Wir gehen von der Menge aller Worter aus, die von dem Automaten akzeptiert werden, und langer
sind als 2n-1. Falls diese Menge leer ist, bedeutet das, dass die erzeugte Sprache ohnehin nicht
unendlich sein kann. Wir gehen davon aus, dass diese Menge nicht leer ist. Aus dieser Menge greifen
wir uns dann eines der kiirzesten Worter heraus, und nennen esyy:

SZZ{X‘(XET(M INEE 2n)}
Sz Q!

(13.46)

y=zeS|vZeS:|z|2|Z (13.47)

Da dieses Wort immer noch mehr Buchstaben besitzt, als der Automat Zusténde, schlagt das Pumping-
Lemma zu, und wir kdnnen eine , Schleife" aus diesem Wort entfernen:

ly|=n
U Pumping-Lemma

Au,v,wi(uvw=y ) A (13 VE n) A (UWe T(M ))

U ey (13.48)
[ <[] = v

U

lu <2n-1

Damit haben wir schon die halbe Miete. Wir wissen nun, dass es automatisch ein akzeptiertes Wort
geben muss, welches eine Lange kleiner oder gleich 2n-1 besitzt. Nun gilt es noch zu zeigen, dass
dieses Wort auch eine Lange von grofRer oder gleich n besitzt:

Juwf = uwaf = v} min |uvw) - max (V)

U |v| < n,|uvw| > 2n

lun|>2n—n (13.49)

U

|un| > n
Damit ist der Beweis vollbracht. Es gilt also:

(WweT(M))A(n<|un<2n-1) (13.50)
Also gilt (13.44), und daraus folgt:

"T(M) unendlich?" ist entscheidbar! (13.51)

13.5.5 Beispiel: Entscheidbarkeit der endlichen Sprache

Behauptung:
Die Frage, ob T(M) endlich ist, ist entscheidbar.
Beweis:
T(M) endlich < —(T(M) unendlich) (13.52)
Somit gilt:
"T(M) endlich?" ist entscheidbar! (13.53)
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13.5.6 Beispiel: Entscheidbarkeit der Schnittmenge
Behauptung:
Die Frage, ob fir zwei beliebige, endliche Automaten My und M, T(M,)NT(M,) =& gilt, ist
entscheidbar.
Bewels:
Esist bekannt, dass die Schnittmenge zweier regulérer Automaten (bzw. Mengen) wieder regulér ist:
T(I\/Il),T(MZ)e REG
U (13.54)
T(M)=T(M;)nT(M,)eREG
Wir haben bereits bewiesen, dass es fur einen einzelnen Automaten entscheidbar ist, ob er eine leere
Sprache akzeptiert, oder nicht:
T(M )= ist entscheidbar! (13.55)

13.5.7 Beispiel: Entscheidbarkeit der Teilmenge

Behauptung:

Die Frage, ob fiir zwei beliebige, endliche Automaten My und M, T(M,) = T(M,) gilt, ist
entscheidbar.

Beweis:

Wir fiihren den Bewels liber eine weitere Behauptung, die wir zuerst bewei sen:

Behauptung a:

(T(M)T(M.) = (T(M)AT(M,)=2) (1559
Beweisa:
» Hinrichtung":

vX:(xeT(M,))=(xeT(M,))

U

vx:(xeT(M,))=(xeT(M,))

U (13.57)

VX:<XeT(M2))2(X¢T(M1))

U

T(Ml)mT(MZ):Q
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Ruckrichtung:
Beweis Uber Contraposition (— = —):
T(My)£T(M,)
U
Ix:(xeT(M,))A(xeT(M,))
U (13.58)
Hx:(XET(Ml))/\(XET(MZ))
U
T(Ml)mT(Mz);t@

Also gilt die Behauptung o! Weiter im Beweis...
Wir konstruieren uns gedanklich einen dritten Automaten:

T(M)=T(M,) (13.59)
U

Unter Zuhilfenahme von (13.56) folgt daraus:
(TM)=T(M,)) = =(T(M)NT(M)=2) (13.60)

Wir haben aber bereitsin ,, 13.5.6 Beispiel: Entscheidbarkeit der Schnittmenge” gezeigt, dass die
Frage, ob die Schnittmenge der durch zwei endliche Automaten definierten Sprachen nicht leer ist,
entscheidbar ist. Damit ist der Beweis erbracht:

T(M,)<T(M,) ist entscheicbar! (13.61)

13.5.8 Beispiel: Entscheidbarkeit der Aquivalenz
Behauptung:
Die Frage, ob fiir zwei beliebige, endliche Automaten My und M, T(M,)=T(M,) gilt, ist
entscheidbar.
Beweisa:
Wir kdnnen den Beweis nun auf bereits Bewiesenes zurtickf ihren:
T(My)=T(M,)
0 (13.62)
(T(Ml)QT(Mz))A(T(Mz)QT(Ml))

Den Beweis, dass dieser Zusammenhang entscheidbar ist, haben wir in ,,13.5.7 Beispiel:
Entscheidbarkeit der Teilmenge" erbracht. Daraus folgt:

?

T(M,)=T(M,) ist entscheidbar! (13.63)
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Beweis B:

Wir konstruieren uns zwei minimale Automaten, die dquivalent zu den beiden gegebenen Automaten
sind. Dann gilt:

M,":= Nerodeautomat (M, ),M, = Nerodeautomat (M, )
U (13.64)
T(Ml):T(MZ)@T(Ml'):T(MZ’)

V orausgesetzt, dass die beiden Automaten wirklich die selbe Sprache definieren, miissen die
dazugehorigen Nerode-Automaten isomorph sein, d.h.:

J1somorphismush: h:M, > M, (13.65)

Esist nun moglich, ale denkbaren Abbildungen von Ml' nach M 2' auszuprobieren, und festzustellen,

ob eine davon ein Isomorphismus ist. Es kann kein somorphismus dabei sein, wenn die Automaten
nicht identisch sind... Auch hieraus folgt:

?

T(M,)=T(M,) ist entscheidbar! (13.66)

13.6 Kontext-freie Grammatiken
Definition:
Eine Grammatik G =(V,%,P,S) heif} "kontextfrei"

g ot (13.67)
VpeP: pe(V-Z)xV’

Im Gegensatz zur normalen Grammatik stehen hier auf ,, der linken Seite" der Produktionen also
lediglich Nicht-Terminalsymbole, und auch immer nur eines davon. Bei der normalen Grammatik
standen hier auch Terminal symbole, und dazu noch beliebig viele (konkateniert).

13.6.1 Beispiel zur Kontext-freien Grammatik

Gegeben sei die Grammatik:

G:=(V,%,P,S)
V ={S,a,b} (1368
2 :={a,b} '
P:={S—aSa,S—»>b®,S— ¢}

Behauptung:
L(G) = {ww*|we {a,b} | (13.69)

»R' bedeutet in diesem Zusammenhang das ,,umgedrehte Wort". Die Grammatik beschreibt also
Palyndrome.

Bewes.
Wir fuhren den Beweis mittels vollstéandiger Induktion Uber die Lange der Produktionen durch.
I nduktionsbehauptung:

Vnelxel': Sox < (x=wsw* AW =n)v (x=w"" Aw=n-1) (13.70)
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Induktionsverankerung (n=1):

»Hinrichtung”:

1
S=X

U
(x=aSa)v (x=bS)v(x=¢) (13.72)
U
(= WS} =1) (= [ =0)
Ruckrichtung:
Fallunterscheidung, Fall 1:
Sa (x=wsw”)  (wf=1)
U
(x=aSa)v (x=b%) (13.72)
U

(S:l>a8a: X)v(S:l>bSb= xj

Fallunterscheidung, Fall 2:
Sai (x=ww/) A (|wf=0)
U
X=¢& (13.73)
U

1
S=e=X
Induktionsschritt (n—n+1):

» Hinrichtung"“:

n+1

S=X

U

n 1
S= X=X

U (13.74)

((x':wSNR)/\(|W|:n))v ((x’: :n—l))
U
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Die, Kirzung" in dem obigen Ausdruck ist erlaubt, bzw. muss sogar sein, weil in diesem Fall kein
Nicht-Terminalsymbol (d.h. S mehr in dem Wort enthalten wére. Es gébe keine Produktion, die es
erlauben wirde, das Wort noch weiter zu verandern.

Y

(x:WaSaWR)v(x:wbSwa)v(x:wwR) (13.75)
U

(=) (= ) (= ) o<1

Ruckrichtung:
Fallunterscheidung, Fall 1:

Sei (X=WSNR)/\(|W|=I’]+1)

U
((x=wasaw®) v (x=wbSow®)) A (jw| =n)
U

S WSWF A ((V\/S/\/R :1>V\/aSaV\/R) v (wsz émszD (13.76)
U
[SEWaSa\A/ij(SngSbWRj

U

n+l
S:>WSNRJ

Fallunterscheidung, Fall 2:

Sai () (=)
U

(s:l wsNRj A (WSNR éwij (13.77)
U

n+1l
(S:> WWRJ
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14 Vorlesung vom 25. Mai 2000

14.1 Ableitungen von Wortern in kontextfreien Grammatiken

14.1.1 Ableitungen

Durch Ableitungen auf einer kontextfreien Grammatik formt man Nichtterminalsymbole in einem
oder mehreren Ableitungsschritten auf Konkatenationen von Terminal- und Nichtterminal symbolen
um. Diesen Vorgang wollen wir ngher betrachten.

Sei G=(V,Z,P,S) eine Grammtik, dann wir eine Sprache L(G), die von dieser Grammatik generiert

wird. Hier und im Folgenden sei V die Menge der Nichtterminalsymbole und X die Menge der
Terminal symbole. Die Produktionen P dieser Grammatik wandeln (auch resubstitiuieren, ersetzen)

Nichtterminalsymbole A in Folgen von Nichtterminal- und Terminalsymbolen (V uZ)* um.
A— X" mitAeV,X e(VUZ) (14.2)

Eine Produktion aus P: A— £ angewandt auf oAy mit a,y €(V uz)* liefert
aAy = afly (14.2)

Damitist = eine Relation auf der Menge der vereingten Terminal- und Nichttermina symbole
(V UZ) und bezeichnet die Anwendung einer einzelnen Produktion. Die Anzahl der angewandten

Produktionen, d. h. die Ableitungsschritte, kann Uber den Doppelpfeil geschrieben werden. Erfolgt die
Ableitung der linken auf die rechte Seite in n Schritten, schreibt man entsprechend ein n Uber den
Doppelpfeil.

Bildet man den transitiven Abschlul® (transitive Hiille) der Relation, so bedeutet das die Ableitung
Uber alle moglichen Schritte bis keine weiteren Ableitungen mehr méglich sind.

G=>a=>.. =, 143
g =>a,

Reflexivitét gilt, da dies dem Anwenden keiner Produktion auf ein Nichtterminal symbol entspricht. Es
gilt somit immer

*

a=a (14.4)

Mit dieser Relation als Hilfsmittel zur Beschreibung von Ableitungen &3t sich die von der Grammatik
G generierte Sprache L(G) beschreiben

L(G):{X|XEZ* Aséx} (14.5)

Die Sprache L(G) besteht aus Zeichenketten, die nur Terminalsymbole ( x e =) enthalten und durch

beliebig viele Ableitungsschritte ausgehend vom Startsymbol S erzeugt ( S:*> x) werden. Hierzu drei
Anmerkungen

1. Eine Spracheist kontextfrei, wenn sie von einer kontextfreien Grammatik erzeugt wird.

2. Wahrend Zeichenketten bestehend aus Terminal symbolen (Alphabet) Worter der Sprache genannt
werden, heil3en die Zwischenschritte der Ableitung bestehend aus Nichtterminal- und - wenn nétig
- Terminalsymbolen Satzform.

3. Zwei Grammatiken G;, G, sind aquivalent, wenn sie dieselbe Sprache generieren
(L(G) =L(G) ).
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14.1.2 Ableitungsbaume

Ableitungen lassen sich mit Ableitungsbaumen (auch Parse-Baume genannt) visualisieren. Jede
kontextfreie Grammatik kann mit Ableitungsbadumen beschrieben werden. Die Knoten solcher Baume
sind Terminal- und Nichtterminalsymbole. Die Wurzel ist immer ein Nichtterminalsymbol, wahrend
Terminalsymbole nur in Bléttern auftreten. Betrachtet man den gesamten Ableitungsbaum, ist die
Wurzel das Startsymbol der Grammatik.

Tellbéaume eines Ableitungsbaumes sind Baume mit einem Nichtterminalsymbol A as Wurzel und
allen sich daraus ergebenden Kinderknoten. Die Anzahl der Knoten ist kleiner als die des gesamten
zugrundliegenden Baumes, erseidenn der Teilbaum ist gleich dem Ableitungsbaum. Solche Teilbdume
werden nach ihrer Wurzel genannt. Heif3t die Wurzel also A spricht man von einem A-Baum.

Damit 183 sich jede Produktion einer Grammatik als Teilbaum beginnend mit der linken Seite als
Wurzel und den 1 bis n Symbolen der rechten Seite als Kinderknoten darstellen. Die Symbole der

rechten Seite seien abgekiirzt mit X, X,,...,X,, mit X e(VuUZX)

”
I
%% %

Abbildung 27 - Ableitungsbaum einer Produktion

Fir einen Ableitungsbaum einer Grammatik G =(V,%, P, S) gelten folgende Regeln

1. Jeder Knoten reprasentiert ein Symbol X eV UZ u{e}.

Die Wurzel stellt das Startsymbol der Grammatik dar.

Alle inneren Knoten sind Nichtterminalsymbole, da kontexfreie Grammatiken nur solche auf der
linken Seite der Produktionen stehen haben. Entsprechend sind alle Termina symbole Blétter, aber
nicht notwendigerweise alle Bléatter Terminalsymbole.

4. Wenn ein Knoten ein Nichtterminalsymbol A reprasentiert und die Kinderknoten X, X»,...Xm hat,
dann gibt es eine Produktion aus der Menge der Produktionen von G mit A— X, X,... X, (siehe

Grafik vorangegangener Absatz).

5. Knoten, die das leere Wort ¢ reprasentieren, sind immer Blatt, da sie das einzige Kind eines
Knoten mit Nichtterminalsymbol darstellen (sogenannte e-Produktionen, wie wir spéter sehen
werde). Aus dem leeren Wort kénnen keine Abbildungen erfolgen und es kann ausschliefdlich auf
das leere Wort und nicht auf Konkatenationen mit dem leeren Wort abgebildet werden, da sonst
die restlichen Symbole der rechten Seite und nicht das leere Wort die Kinderknoten darstellen

| aber nicht; / \ oder: /®\
® & ® © ¢

Abbildung 28 - richtige und falsche Ableitungsbaume von e-Produktionen
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14.1.3 Beispiel fur einen Ableitungsbaum
Gegeben sai eine Grammtik

G=({S.A}.{ab},P,S)

(14.6)
P={(S—>aAS|a),(A—> SA|ba|b)}
Das erste und |etzte Zeichen der Worter der zugehdrigen Sprache sind also immer a. In der Mitte
kénnen b und ain mehrfacher Ausfiihrung auftreten. Fir das Wort
aabbaae L(G) (14.7)
kann man folgende Ableitung mit dem entsprechenden Ableitungsbaum angeben.
S— aAS — aSHAS — aabbaa (14.8)

Abbildung 29 - Beispiel Ableitungsbaum fiir Wort aabbaa

Als,yield* oder ,Front" bezeichnet man die Zeichenkette, die sich ergibt, wenn man die Bléatter des
Baumes perorder von links nach rechts abliest. In diesem Beispiel ist die Front das Wort aabbaa, es
muf3 sich aber nicht ausschliefdlich um Terminal symbole handeln, auch Nichtterminalsymbole sind je
nach Grammatik moglich (bel Grammatiken, bei denen Bléatter auch Nichtterminal symbole sein
konnen).

14.1.4 Die Beziehung zwischen Ableitungsbaumen und Grammatiken

Die Zusammenhange zwischen Ableitungshdumen und Ableitungen wurden im vorangegangenen
Abschnitt nur exemplarisch und beschreibend dargelegt. Dies kann auch formal geschehen, wieim
Folgenden gezeigt wird. Dazu wird wieder auf die Pfeilrelation zur Darstellung der Abbildungen und
insbesondere auf die transitive Hillle dieser Relation zurlickgegriffen.

Satz:

Fir eine kontextfreie Grammatik G =(V,%,P,S) gilt S—a genau dann, wenn ein Ableitungsbaum
fir G mit der Front (yield) o existiert.

(S:*> a) < 3 Ableitungsbaum fur G mit Front « (14.9
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Beweis:

Daeine < Beziehung vorliegt, muf3in beide Richtungen bewiesen werden, was sich hier aber sehr
dhnlich gestaltet. Zunéchst die

» Hinrichtung"

Geht man von einem Baum aus und will damit die Ableitungsschritte zeigen, so beweist man per
Induktion Uber die Anzahl der inneren Knoten. Anstatt des gesamten Ableitungsbaums vom
Startsymbol S aus, wahlen wir eine Ableitung der Form

5

A=a (14.120)
von einem beliebigen Nichtterminalsymbol A zur Front o aus.
Induktionsverankerung (Anzahl innerer Knoten = 1)

Es handelt sich um eine einzelne Produktion aus G. Aus dem inneren Knoten A folgen n verschiedene
Terminal- und Nichtterminalsymbole X,X,,...,X,, as Front des Ableitungsbaumes. Die bereits weiter
oben verwendete und hier nochmals abgebildete Grafik verdeutlich dies

()
/1N
CARCA RN

Abbildung 30 - Ableitung bei einem einzelnen inneren Knoten

Formal ausgedriickt ist der Satz fiir die Hinrichtung bei einem inneren Knoten bewiesen

A-> X X,.. X, =a
N . (14.11)
A-a=A=>a

I nduktionsschritt:

Gelte die Behauptung nun fur Tellbdume mit k - 1 inneren Knoten und sei o die Front eines A-Baums
mit k inneren Knoten (k > 1). Die Kinderknoten eines solchen Wurzelementes A kdnnen nicht alle
Blétter sein, dawegen k grof3er eins mindestens ein Kinderknoten innerer Knoten (bzw.
Nichtterminalsymbol) ist.

Die Kinderknoten seien von 1 bis n durchnummeriert und mit X,X»,...,X,, bezeichnet. Dies entspricht
wieder einer Produktion der Grammatik

A—- X X,...X 14.12
17*2 m

Wegen k grof3er einsist eines der X; Nichtterminalsymbol. Von diesen nichtterminalen X; verzweigen
die verbleibenden k - 1 inneren Knoten.
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(#)
) (%) (%

Abbildung 31 - lllustration eines A-Baum

Wenn X; kein Blatt ist, dann ist X; also Nichtterminal symbol und Wurzel eines Unterbaums. Dieser
X;-Baum habe die Front o;. Ist ein X; alerdings Blatt und somit Nichtterminalsymbol, dann sei

Xi = oy. Fur j <i sind ein X; sowie etwaige Kinderknoten in Front des A-Baums weiter links von
einem X; mit seinen Kinderknoten. Dann setzt sich die Front o des A-Baums folgendermal3en
Zusammen

o =0o,0,...0p (14.13)
Die Grafik illustriert das mit der Darstellung von X;- und X;-Teilbdume nochmal

®
X X)X

Abbildung 32 - A-Baum mit Kinderknoten und Xj-/Xi-Teilbdumen

DaA-Baume k innere Knoten enthalten, ist die maximale Anzahl von inneren Knoten bel X;-Baumen
entsprechend k - 1. Ausnahme ist natUrlich der Fall, dass ein X;-Baum genau der A-Baumist, was aber
hier unbeachtet bleiben soll. Gemal3 Induktionsannahme, dass der Satz in Hinrichtung fir Baume mit
inneren Knoten k < 1 bereits bewiesen sei, folgt

X, =a  Vi|X =Blatt (14.14)

Fafdt man diese Teilableitungen fiir jedes X; zusammen, ergibt sich fir die Front des A-Baums
1 * * * *
A= X XK, X 2o X, X, =2, X,... X, =...2aa,...q, (14.15)

Damit gilt A:*>a . Wenn dies fir ale Nichtterminalsymbole A gilt, dann auch fir das Startsymbol S.
Allerdings handelt es sich bei der durchgefiihrten AbG = (V, %, P, S) leitung nur um eine mégliche
Ableitung des Ableitungsbaumes.
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Die Ruckrichtung des Beweises erfolgt analog. Hier wird von einem gegebenen A=« auf einen
Ableitungsbaum geschlossen. Da sowohl Hin- als auch Ruckrichtung in der Vorlesung ausgespart
wurden, wird an dieser Stelle auf eine weitere Darlegung verzichtet, zumal die Ahnlichkeit von
Ruckrichtung und Hinrichtung sehr hoch ist. Stattdessen gehen wir lieber zum néchsten Thema.

14.1.5 Linksableitung

Werden in einer Ableitung die Produktionen immer zuerst auf die am weitesten links stehenden
Nichtterminal symbole angewandt, dann spricht man von einer Links- oder leftmost-Ableitung.
Wendet man die Produktionen hingegen immer auf die rechte Seite an, so spricht man von Rechts-
bzw. rightmost-Ableitungen.

Definition:
Fir eine kontextfreie Grammatik ist eine Linksableitung (leftmost)

1
X2y & X=UAx A Yy=Ufx (14.16)
ueX',ae(V-2),AeV,(A> p)eP

Die formale Definition sagt aus, dass in einem Ableitungsschritt (mit der Anwendung einer
Produktion) immer das am weitesten links stehendene Terminalsymbol (dasist hier das A, gefolgt von
einer belieben Kombination o aus Nichtterminal- und Terminalsymbolen) zuerst abgeleitet wird.
Daraus folgen Ableitungen in n und beliebig vielen Schritten (transitive und reflexive Hille).

X=y Ableitung in n Schritten

*

X=y transitive Hillle (14.17)
x>y reflexive Hille
m

14.1.6 Eindeutigkeit

Wenn es eine Ableitung

1 1 1 1 1
SoOXD XD XK. DX, (14.18)

gibt, dann existiert genau ein entsprechender Ableitungsbaum. Existiert umgekehrt ein
Ableitungsbaum B mit der Front o (wie in den vorangegangenen Ausfihrungen mehrfach
aufgetreten), dann gibt esim allgemeinen mehrere Ableitungen, die diesem Baum entsprechen.
Allerdings gibt es nur genau eine Linksableitung fUr diesen Ableitungsbaum B.

Damit lassen sich Eindeutigkeit und Mehrdeutigkeit von Grammatiken definieren.
Definition:
Fur eine kontextfreie Grammatik G gilt
G eindeutig < Vx e L(G): x hat nur einen Ableitungsbaum (14.19)

und analog

G eindeutig < Vx e L(G): x hat nur eine Linksableitung (14.20)

Weiter ist eine kontextfreie Sprache L eindeutig, wenn es eine eindeutige kontextfreie Grammatik G
gibt, fur dieL = L(G) gilt.

Umgekehrt heil3t eine kontextfreie Sprache L inhé@rent mehrdeutig, wenn keine eindeutige kontextfreie
Grammatik G mit L = L(G) existiert.
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14.2 Vereinfachung kontextfreier Grammatiken

Grammatiken fur kontextfreie Sprachen kénnen tberfllissige Produktionen und Nichtterminal symbole
enthalten. Mit verschiedenen Verfahren u. a. auch dem Umstellen auf Normalformen kénnen
Grammatiken auf einen einheitlichen und leichter zu untersuchenden Stand gebracht werden. In
diesem Protokoll soll es um Entfernung von e-Produktionen gehen. Das sind Produktionen, bei denen
auf der rechten Seite das |eere Wort steht.

14.2.1 e-Produktionen

Solche Ldschméglichkeiten (auch Deletion genannt), sind fur die Definition einer Sprache durch eine
Grammatik nicht nétig. Eine Ausnahme muf3 gegeben sein, wenn die Sprache das leere Wort enthélt.
Dann kann das Startsymbol ins leere Wort Gbergehen. Enthélt die Sprache das leere Wort nicht, so ist
auch diese Produktion nicht nétig. Wir werden mit dieser Vorstellung zeigen, dass es zu beliebigen

kontextfreien Sprachen L L = X" eine kontextfreie Grammatik gibt, die nur eine oder keine ¢-
Produktionen enthélt.

Definition:
Zu einer kontextfreien Sprachel — X" existiert eine kontextfreie Grammatik G = (V,Z, P, S) mit den
Eigenschaften

1 L=L(G) (14.21)
2. VAeV —{S}:(A>¢)eP (14.22)
3. S»>socel (14.23)
4. S erscheint auf keiner rechten Seite einer Produktion (14.24)

Die Sprache L wird also von der Grammatik G erzeugt und verzichtet dabei auf e-Produktionen.
Lediglich der Ubergang S — ¢ wird zugelassen, wenn das leere Wort Bestandteil von L ist.

Beweis:

Fir jede kontextfreie Sprache L existiert eine kontextfreie Grammatik G =(V,%,P,S) mitL = L(G').

Um auf die Sprache G zu gelangen, sind zwei Schritte zu gehen. Zunéchst werden alle
Nichtterminal symbole aussortiert, die direkt oder Uiber mehrere Produktionen zum leeren Wort
fuhren.

\A :{A|(A_)€)E P’}
VZZ{AI(A—)(Z)E P'/\aevl*} (14.25)

V,={A(A>a)eP raeV,,}

n

Damit werden schrittweise alle Nichtterminal symbole in V; Gbernommen, die direkt oder tber andere
Vj mit j <i zum leeren Wort fihren. Da die Anzahl der Symbolein V' nicht unendlichist, sind nach N
Laufen alle Nichtterminalsymbole gefunden, die direkt oder direkt aber nach maximal N Ableitungen

zum leeren Wort kommen.
V, =V, -1
NN (14.26)
Vi =V VK

V, sind dann die |6schbaren Nichtterminal symbole, d. h. Symbole, die mit endlich vielen
Ableitungsschritten ins leere Wort ¢ Uberfihrt werden kénnen. Das wird in bekannter Notation
festgehalten:

A= AcV, (14.27)
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Darausfolgt
S=e & SeV, (14.28)
celLe SeV,

Nachdem die |6schbaren Nichtterminal symbol e gefunden wurden, werden im zweiten Schritt die
Produktionen auf Basis der verbliebenen Symbole umgebaut.

- {Aaxllezvz-.-xnvnxmme((\/'—vn)uz)*, }
1=y , (14.29)
A->xAXA ... XA ePY e{A s, AcV,
P=RU{S—>S}u{S —>¢|cel} (14.31)

Daraus wird anschaulich klar, dass die Sprache L mit der so entworfenen Grammatik
G=(V'U{S},%,P,S) generiert werden kann und die Grammatik tber die in der Definition
vorgegebenen Eingenschaften verfiigt.
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15 Vorlesung vom 30. Mai 2000

15.1 Reduktion von Grammatiken
15.1.1 Definition Brauchbarkeit von Nichtterminalsymbolen

Sei G=(V,%,Y,S) einekontextfreie Grammatik. Dann ist ein Nichtterminalsymbol AeV —X

definitionsgemald dann nicht-lberfllissig (brauchbar) wenn damit ein Wort generiert werden kann, und
es vom Startsymbol aus erreichbar ist.

Formal bedeutet das:

Jwel  A=w (15.1)

und auch:

Ix,y eV :S=xAy (15.2)

Die Umkehrung gilt dann nattrlich auch. Ein Nichtterminalsymbol A heil3t dann tberfllssig, wenn A
nicht (nicht-tberflUssig ist). Also genau dann wenn die oben erwéhnten zwel Bedingungen nicht
zutreffen.

Satz:

Fur jede kontextfreie Sprache L (welche von einer kontextfreien Grammatik erzeugt wurde) gibt es
eine kontextfreie Grammatik G =(V,%,P,S) mit:

1 L=L(G)und

2. G hat keine Uberflissigen Symbole

Diese Grammatik kann man auch eine ,reduzierte Grammatik* nennen.

Bewels:

Sei nun die Sprache L kontextfrei. Dann existierte eine kontextfreie Grammatik G'= (V "2, P S) mit
L=L(G"). Der Beweiserfolgt in zwei Schritten. Dabei ist zu beachten, dass eswichtig ist, die
Reihenfolge der beiden Schritte genau einzuhalten. Aber dazu spéter:

e Schrittl: Man bilde die Menge V, indem man all die Nichtterminalsymbole auswahlt, welche
direkt ein Terminalsymbol generieren kénnen. Rekursiv féhrt man dann fur V, fort al die
Nichtterminal symbole in die Menge aufzunehmen, die Nichtterminal symbole enthalten, die
Terminalsymbole erzeugen. Dadie Zeichenmenge endlich ist mussesein N geben, fir dasdie
zwei so entstandenen Mengen V,, =V, , dleich sind. Alle weiteren Mengen V, ., sind dann auch

gleich. Formal ausgedriickt bedeutet dies:

V. =5 {A|A—> xe P xe ') (15.3)
V. =, Vn_lu{A‘A—wze P',ae(vn_luz)*} (15.4)
ANV, =V, und esgilt V. =V,,VK (15.5)

Nun betrachtet man alle Symbolein V,, . Man sieht, dass sie alle Terminalsymbole generieren. Die

Umkehrung gilt auch, wird ein Terminalsymbol generiert, so ist das dafiir verantwortliche
Nichtterminalsymbol in V,, . Die Sprache ist genau dann leer, wenn dass Startsymbol nicht in V,

ist. Man definiert nun die Grammatik G =, (V,%,P,S). Hierbei ist V beschrankt auf
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Nichtterminal symbole, welche in Terminalsymbole tberfilhrt werden kénnen und P ist die
Menge der Produktionen, welche Terminalsymbole produzieren.

Formal:

Iwe" mit A:*>W<:> AeV,

L= < SeV,

G=y (V,Z,P,S) mit (15.6)
V=, Vn(V,uZ)=V,us

P =y P'm(\7><\7*)

Somit haben wir nun nur noch Nichtterminal symbole, welche in Terminalsymbole Uberfuhrt
werden kénnen.

e Schritt 2: Nun gilt zu Uberpriifen welche Symbole eigentlich erreichbar sind. Dazu betrachtet man
ale Nichtterminalsymbole A, welche auf der Rechten Seite einer Produktion auftauchen. Man
definiert rekursiv die Ubernahme aller Nichtterminalsymbole A, welche Uber ein weiteres
Nichtterminalsymbol B erreichbar sind, das wiederum vom Startsymbol erreichbar ist. Auf diese
Weise bekommt man alle Symbole, welche in Terminal symbole tiberfiihrt werden kénnen und die
vom Startzustand aus erreichbar sind. Ist dann einmal Gleichheit von zwei aufainander folgenden
Mengen H, und H, , erreicht, so bleibt diese Gleichheit bestehen. Dieser Fall muss auftreten, da

der Symbolvorrat endlich ist.
Formal driickt man das so aus:

Ho =pf {S|Se\7} (15.7)
Hy =5 (AlS>aABeP.a, eV | UH, (15.8)
H,=o {AB>aABeP BeH, ,a,feV | UH,, (15.9)
IN:H =H,, = Hy=H, VK (15.10)

Ein Nichtterminalsymbol A ist also dann enthalten, wenn es erreichbar ist. Wieder gilt auch die
Umkehrung. Ist ein Element erreichbar, so ist es auch in der Menge enthalten. Schliefdlichist V
um all die Nichttermina symbole reduziert, die nicht erreichbar sind. Ebenso werden die
Produktionen aus P genommen, welche nicht verwendet werden kdnnen.

Formal:
AcH, © S=aApB,a,f eV’
V=5 Vn(H,uZ)=H, Uz (15.11)
P=y P(VxV')
15.1.2 Das Problem der Ausfiihrung der beiden Schritte

Kann nun Schritt 2 das Ergebnis von Schritt 1 kaputtmachen? Angenommen es gabe kein Wort w,
welchesvon A erzeugt wird. Dann muss aufgrund von Schritt 1 ein Symbol existieren, das Abgeleitet
werden konnte, jedoch aufgrund von Schritt 2 entfernt worden ist. Die Produktion war aso nicht
erreichbar. Formal:
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angenommen A::b w, Vw

dann gilt nach Schritt 1 : AéaBﬂ = a;/,B:;w

aufgrund von Schritt 2: {B,y} ¢ (H, U 2)*

Daaber A erreichbar ist, ist auch B und alle Nichtterminalsymbolein y erreichbar.

Die Antwort darauf ist also Nein, jedoch ergibt sich ein Problem wenn man Schritt 2 vor Schritt 1
ausfuihrt. Dieswird durch das folgende Beispiel deutlich:

Beispiel:
Fir nebenstehende Grammatik ergibt sich durch den ersten Schritt zunéchst:
V,={C,D,F
S— AD = }
S5 D Hier \_Nurden also die Nichtterminal symbole genommen, die direkt in
Terminalsymbolen enden.
A— BC
8obs  V={C.DF}U{S|={SCDF}
C—cC Nun wurde das Startsymbol aufgrund der Produktion S— D {ibernommen.
C—o>c
V,={S,C,D,F}=V,=V
D—d =t J=Va =W
F_f Die weitere Betrachtung zeigt, dass keine weiteren Nichtterminal symbole
Ubernommen werden miissen also folgt:
V ={S,C,D,F,bcd,f}
P. S»D
C—->cC _ _
c_,c Mit P wienebenstehend definiert, kann man die Grammatik G :(V,Z, P,S)
D—d aufstellen.
Fof
Fur den zweiten Schritt ergibt sich dann:
Ho :{S}
P. S—D H,={S}w{D}
D—>d H2={S’D}=H1=HN

Dabel wurde jeweils nach der Erreichbarkeit der Symbole gesehen. Zuerst wird das
Startsymbol eingeschlossen, das einzige von dort aus zu erreichende Symbol ist dann
D gewesen.

Was passiert nun, wenn man diese Reihenfolge vertauscht?
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Durch die Anwendung des zweiten Schrittes zuerst ergibt sich:

S— AD HOZ{S}

S ae Hi=(S|U{AD)

A— BC v

B s bB H, ={S,AD}u{B,C}

C-cC H,={S,AD,B,C}=H,=H,

C—oc Dabei wurde jeweils nach der Erreichbarkeit der Symbole gesehen. Zuerst wird das
D—d Startsymbol eingeschlossen, dann tbernimmt man die Symbole A,D und schliefdlich

noch B,C.

Wendet man nun den ersten Schritt an, so Ubernimmt man zuerst C,D und kommt
zu:

s»b V={CDj}
C—cC  nun nimmt man noch das Startsymbol hinzu, dagilt S— D

g:‘; V,={C,D}u{S}={S,C.D}

0l

Fur alle folgenden Iterationen gilt:

V,={S,C,D} =V, =V,

Man bekommt also ein anderes Ergebnis. Die Uberfliissigen (nicht erreichbaren) Produktionen
C — cC und C — cwurden mit ibernommen. Der Grund dafur liegt hier bei der Produktion
A— BC hier kann B nicht in ein Terminalsymbol tberfihrt werden. C hingegen kannin ein
Terminalsymbol Uberfihrt werden. Esist also wichtig die Reithenfolge einzuhalten.

Wie kann man die Grammatik nun noch weiter minimieren?
15.1.3 Zyklische Produktionen

Sei nun G eine Grammatik. Dann heit A— B e P eine zyklische Produktion. Dawir eine
kontextfreie Grammatik gegeben haben, kann man zyklische Produktionen herausschneiden. Die
Ableitungsschritte der zyklischen Produktionen missen dann jedoch simuliert werden.

Satz:

Sei L <X eine kontextfreie Sprache. Dann gibt es eine kontextfreie Grammatik G mit:
1 L=L(G)
2. VABeV-X:A—>BgP
Bewels:
Se G'=(V'Z,P',S) einekontextfreie Grammatik mit L(G')=L. Dann gilt fir alle AeV - X:
Vv,” ={B|A—>BeP
v, :vA‘“‘1> U {c‘ B>CcPAB evA(”‘”} (15.12)

ANV, =y, M A k> 00v, N =y, (M0
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Als neue Produktionen gelten also die , alten” Produktionsregeln, ohne zyklische Produktionen, jedoch
erweitert um die Produktionen, die durch den Zyklus erreicht werden kénnten.

Py [P-{A>BJA>BeP}]U{A>alrev-sABeV,"] (15.13)

Offensichtlichistnun L=L(G")=L(G) firG={V',P,S}.

Beispidl:
S— AB vV =g P: S—>AB
A—-C VE(N)=® D—»DD
B—->D . C-c
VA()z{C}
C—oc D—d
2 N
D - DD V.7 ={c}=v," Ef
D—d v,¥ ={D} A-c
D—>E VB(Z) :{D1 E} :VB(N) B—d
E—f B— DD
v.O_El=y M
P { } P B f
D f

15.1.4 Zusammenfassung
Eine kontextfreie Grammatik G =(V, X, P,S) heif} reduziert, genau dann wenn:

1. P hat keine Produktionen vom Typ A— B mit A, BeV —X . Esgibt also keine zyklischen
Produktionen.

2. Esgibt keine &-Produktionen. Das Startsymbol kann nur dann gleich & sein, wenn esin der
Spracheist.

e S taucht auf keiner rechten Seite auf,
* AlleSymbole Ae(V —X)—{S} konnen keine Produktionen A— & haben.
e S»ecePeoeel(G)

3. Jedes Nichtterminalsymbol ist brauchbar. G hat keine tberfllissigen Symbole und Produktionen
d.h.:

e VAeV-ZaweX :A=w

e VAda:a,feV’ :S;aAﬂ
Satz:
Sei L kontextfrei. Dann existiert eine reduzierte kontextfreie Grammatik G =(V, X, P, S) mit
L=L(G).
Beweis:
Sei L kontextfrei. Dann existiert eine kontextfreie Grammatik G'mit L=L(G"):

a Man madifiziere G', um Eigenschaft 2) zu erhalten, und erhédlt G,,
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b) Man modifiziere G, zu G, mit Eigenschaft 1)
¢) Man modifiziert schlielich G, zu G mit Eigenschaft 3)

G ist dann reduziert und es gilt weiterhin L=L(G).

Bemerkung:

Esist jedoch darauf zu achten die Reihenfolge zu beachten. Wie wir schon an dem Beispiel gesehen
haben, kann die Ausfiihrung in anderer Reihenfolge das Ergebnis verandern. Insbesondere bedeutet
das fir den letzten Beweis:

a) man mussA) vor B) ausfiihren, da A) Produktionen vom Typ A— B mit A, BeV —X einfiihren
kann.

b) B) zerstort nicht die Eigenschaft 2)
¢) C) zerstort nicht die Eigenschaften 1) und 2)
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16 Vorlesung vom 6. Juni 2000

16.1 Chomsky-Normalform
Satz (Chomsky-Normalform):

Se G= (V,Z, P, S) eine reduzierte kontextfreie Grammatik. Dann existiert eine reduzierte
kontextfreie Grammatik G'=(V',Z,P',S) mit

1 L(G)=L(G") (16.1)
2. P enthdt nur Produktionen vom Typ

A— BC mit ABCeV-X

A—a mit AeV -Z,aeX (16.2)

S—oe¢ o ¢cel(G)

Diese reduzierte Form, die nur noch einen bindren Ableitungsbaum erlaubt, heif3t auch ,, Chomsky-
Normalform?.

Beweis
Sei G=(V,X,P,S) reduziert. Man konstruiert G' in mehreren Schritten. Ziel ist es, alle Produktionen,

die auf der rechten Seite mehr als zwei Nichtterminale oder mehr als ein Terminal bzw. das |eere Wort
stehen haben, umzubauen. Hierzu bauen wir neue Produktionsregeln aus den alten (P) auf:

R:={A>alA>acP| (16.3)

diese Menge nimmt also alle digjenigen Regeln aus P auf, die gemél unserer Bedingung 2) ohnehinin
P* enthalten sein dirften. Wir definieren nun einen Homomorphismus h(), einerseits die Terminale auf
neue Nichtterminale (in eckigen Klammern geschrieben) abbildet und andererseits die Nichtterminale

ohne Anderung ubertragt:

h(a):=[a VaeX
( ) [ ] ) (16.4)
h(A)=A  VAeV-%

Damit bauen wir eine neue Produktionsmenge auf, die alle Produktionen aufnimmt, die in P auf der
rechten Seite mehr als zwel symbole (Terminale bzw. Nichtterminale) enthielten. Damit haben wir
sémtliche Regeln aus P abgehandelt.

Pz::{A—> h(a)|A—>a/\|a|22} (16.5)

Wir missen jetzt P; und P, noch zusammenfassen und die neuen Nichtterminale in eckigen Klammern
zurtick auf die urspriinglichen Terminale abbilden:

R =RUP u{[a]»alaex} (16.6)
Wir erhalten nun also offensichtlich G, =(V;,%, R, S) mit L(G)=L(G;). Dabei gilt:

V;=Vu{[a]lvaez}. (16.7)
Nun haben wir in P, noch Regeln enthalten, die mehrere Nichtterminale auf der rechten Seite stehen

haben. Diese reduzieren wir nun durch Aufbldhen unserer Produktionsregelmenge, indem wir jede
Regel in mehrere aufsplitten. Dies wird durch das spétere Beispiel noch deutlicher.
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Wir ersetzen also jede Produktion aus P; mit der Form A— BB, ... B, durch

A—B(B,B,...B,)
(BB,...B,)>B(B,...B,) Vv2<i<n-2 (16.8)
<Bn—1Bn> - Bn—an
Dabei sind die (B ...B,) neue Nichtterminale, die V* hinzuzufiigen sind. Somit erhalt man
G'=(V,%,P,S) mit L(G)=L(G').
Satz:
Se G=(V,,P,S) eine kontextfreie Grammatik in Chomsky-Normalform. Dann gilt:
vn>1:(]x=n)A(xeL(G))
U (16.9)
2n-1
S=x
G

Die Anzahl der Schritte (2n-1) 183t sich aus dem folgenden Schaubild ersehen:

S
% H“an Ableitungen
\“x
-"'\.\.. ‘1
Y A n Ableitungen
J;, 1 1
a, a
= L -
Abbildung 33
Beispiel

Wir wollen die Grammatik G =({S, A},{a,b,c},P,S) mit P={S— aAbb,S— aAcb, A— ab} auf

Chomsky-Normalform bringen und wenden hierzu die aus dem obigen Satz bekannten zwei Schritte
an:

= Schritt 1 Schritt 2

S — aAbb S— [a] A[b][b] S - [a]<A[b] b]>
(Alb][b])  —A{[b][b])
([b][b]) > [b][b]

Sarh  So[aAldb] S — [a](Alc][b])

(Alclb) = A(e][b])
<
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P Schritt 1 Schritt 2

A—ab Ao Ta]b] A—>[a][b]
[a]>a [a]>a
[b] > b [b]>b
[c]>c [c]>c

Damit haben wir eine Grammatik in Chomsky-Normalform mit den in Schritt 2 bezeichneten
Produktionen und den Nichtterminalen:

v = (s, Alal] [b][c].(Alb][c]).{[ol[bl).{Alc][o]) {[c][o])} (16.10)
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17 Pushdown-Automaten

17.1 Einfuhrung

Wir kommen nun zu dem Themader ,, Pushdown-Automaten” (, Kellerautomaten® ). Wie wir spater
sehen werden, beschreiben kontextfreie Grammatiken und Pushdown-Automaten (PDA) dieselben
Sprachen.

Im Wesentlichen ist ein PDA ein endlicher Automat, der sowohl Uber ein Band al's auch tber einen
Stack (Keller) gesteuert wird. Weiter besitzt er eine endliche Kontrolle. Der Stack ist eine
Symbolfolge tiber einem Alphabet. Wir stellen uns den Keller um 90° gekippt vor, so dal? das erste
Kellersymbol (, Top*) immer das am weitesten links stehende Symbol ist.

Der Automat kann auf zwei Arten arbeiten: Entweder liest er ein Symbol der Eingabe und kann in
Abhéngigkeit des aktuellen Zustandes und des obersten Elementes des Stacks den zustand wechseln.
Das oberste Element des Stacks wird dann entfernt und eventuell durch ein neues Alphabetsymbol,
einer Symbolfolge oder durch das leere Wort ersetzt. Sodann geht der Lesekopf eine Position auf dem
Band nach rechts.

In der zweiten Arbeitsweise liest der Automat kein Symbol (eine sogenannte ,, e-Bewegung ) vom

Eingabeband (der L esekopf bewegt sich aso nicht). Genau wie oben kénnen Zustand und/oder Stack
verandert werden.

Bildlich kann man sich das ganze wie in Abbildung 34 vorstellen:

‘ ‘ ] Eingabeband

Lesekopf

Zustandsspeicher

F 3

b T T ) se

Abbildung 34

17.2 Formale Definition, Konfiguration, Akzeptierung

Definition (Pushdown-Automat)

Ein Pushdown-Automat (PDA, Kellerautomat) ist ein 7-Tupel M =(Q,%,I",8,0,,Z,, F) mit:
1. Qist eine endliche Menge von Zustéanden

2. X igt eine endliche Menge von Eingabesymbolen

3. T isteneendliche Menge von Kellersymbolen

4. q,<€Q ist der Anfangszustand
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5. Z, eI istdas Anfangskellersymbol (also das Symbol, mit dem der Keller initialisiert wird)
6. F cQ istdie Menge der akzeptierenden Zusténde

7. 5:Qx(2u{g})xF—>{A|Ag QxT" A Aendlich}

In Punkt 7 ist die Bedingung ,,A endlich* eingefiigt, da QxI™* unendlich sein konnte (wegen der
Kleeneschen Hiille).

Wir kénnen zwei Feststellungen machen:

1. EinPDA istinder Regel nicht deterministisch. Dies ergibt sich aus der Tatsache, dal3 & eine
Funktion ist, die auf eine Menge abbildet.

2. Die Stillstandsbewegung des ,, Lesekopfs* ergibt sich aus der Funktionsverwendung ¢ (q,g, A) .

Dies bedeutet, dass das Eingabesymbol nicht gelesen wird und nur eine Zustandsveranderung
und/oder Stackveranderung vorgenommen wird.

Definition (Konfiguration)

Sei M =(Q,%,T,6,0,,Z,,F) ein PDA. Dannist ce Qx =" xI'" eine Konfiguration von M. Die
Bedeutung einer solchen Konfiguration ¢ =(q,ax, Ax) ist:

e ( augenblicklicher Zustand

e ax noch verbleibende Eingabe mit a als ndchstem Symbol, ac X, xex"

o Ax Kellerinhalt, mit A als oberstem Symbol, AeT,a eI”

Anmerkung: Eine Konfiguration kann man also al's den Gesamtzustand eines PDAs ansehen. Sie
beschreibt zu jedem Zeitpunkt genau den Zustand eines PDAS.

Definition
Sei M =(Q,%,T,6,0,,Z,,F) ein PDA. Dann definieren wir die folgenden Operationen:

(q,ax,Aa)é(q’,x,ua) & (q,u)es(a,aA) (17.2)

(g.ax, Ax) > (g ax,ua) o (q.u)es(geA) (17.2)

Seien cund ¢’ zwei beliebige Konfigurationen. Dann gilt:
crc’ [n>1
g (17.3)
1
i¢, =c¢,c,C,...,C,4,C, =C": GH—C,,V0<i<n-1

Fur alle Konfigurationen c gilt:

0

CHC (17.4)

o

c—c < Inx=0: cHdc (17.5)

Diese Definition bezieht sich also auf die Ubergange innerhalb des Automaten, die durch die
Funktion & realisiert werden und gibt uns eine einfachere Notation.

Die folgende Definition zeigt uns, dass wir drei Moglichkeiten haben, wie wir die Akzeptierung eines
Wortes definieren. Esist daher immer wichtig, zu wissen, von welcher Akzeptierungsart gesprochen
wird.
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Definition (Akzeptierungsarten)
Se M =(Q,%,T,6,0,,Z,,F) ein PDA. Dann existieren drei M&glichkeiten der Akzeptierung:

1. Akzeptierung durch akzeptierende Zustande und leeren Stack:

T(M)::{xx@z* A (GxZo)o(fLeE) A feF} (17.6)
2. Akzeptierung nur durch akzeptierende Zustande:
N(M):={XXG2* A (GxZo)o(frea) A feF,aeF*} (17.7)
3. Akzeptierung nur durch leeren Stack:
L(M):={XXGZ* A (G % Zo) o (Gee) A qu} (17.8)
Beispiel eines PDA
_az|A
| ah|AA bAle
4, —~——,
i 'I |' '|I'|
[ g ¥ q, |
1} i 15 |
\ bAle Y/,
-\.,\_\_\_\___ - * x.:\:_\-_ -.-_:-.._.'

Abbildung 35

Dieser PDA stellt die Sprache L(M)={a"0"|n>1} =T (M) dar. Dabei bedeutet aZ, | A, dass bei

L esen des Zeichens a und wenn Z, das oberste Element des Stacks ist, Zo vom Stack entfernt wird und
durch A ersetzt wird.

Wiirde man die Akzeptierung vom Typ 2) annehmen, so gdlte N(M ) ={a""[n>1,m<n}, dabei
dieser Variante bereits akzeptiert wird, wenn nur ein akzeptierender Zustand vorliegt.
In diesem Beispid realisiert der Stack also eine Art Zahler.

17.3 Aquivalenz von PDA und kontextfreier Grammatik
Satz (Aquivalenz Akzeptierungsarten):

Sel Lc X" eine Sprache. Dann sind die folgenden Aussagen gleichwertig:
1. L=T(M,) fireinen PDA M;

2. L=T(M,) firr einen PDA M,

3. L=T(M,) fur einen PDA M,

Beweis

1)=2):
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Sei L=T(M,) fur Ml:(Ql,Z,Flﬁl,qé,Z(l,,Fl).Wirdefinieren einen zweiten PDA:

M, =(Qu{p},Z.I, U{Y}.5,.0.Y.{p}) (17.9)

mit peQ,,Y ¢T,. Die Ubergangsfunktion definieren wir so:

S(weY) = {(@zY))
5,(f.eY) = {(p.e)jvieR (17.10)
5,(9,aA) = 5,(9.aA) qeF.ae(Z,ve)
Man kann verifizieren, dass gilt:
(q(l,,x,Zé)rM;l(f,g,g) o (qé,x,Y)rM%(p,g,g) (17.12)

und damit T(M,)=N(M,).

Bildlich kann man sich die Konstruktion so vorstellen, dass zu Anfang ein ,, Soppersymbol“ Y auf den
Stack gelegt wird, dann der alte Automat M; normal laufen gelassen wird. Wenn dieser ein Wort
akzeptiert, dann ist der Stack normalerweise leer. In unserem Falle wird also noch Y auf dem Stack
liegen. Wenn das der Fall ist, dann wird in den Zustand p verzweigt, der der einzige akzeptierende

Zustand ist. Aufgrund dieses Zustandes akzeptiert nun der Automat M, aufgrund von N (M 2) aleinig
wegen des Zustandes.

2)=3):
Sei L=N(M,) fur M, :(QZ,Z,FZ,éz,qg,Zj,Fz).Wirdefinieren einen neuen PDA M; wie folgt:

M, :=(Q u{p}.Z.05.5,¢.Y.2) (17.12)

mit pgQ,,Y ¢T",. Wir haben dann I', :=T", U{Y} und definieren die Ubergangsfunktion so:

s@ey) = (@)

5 (f.e,A) = {(p,g)}u§2(f,g,A) VAeTl,, feF, (17.13)
5 (p.e,A) = {( p,g)} VAeT,

5,(a.a,A) = 5,(9,a,A) sonst,vae XU {¢}

Bei der zweiten Zeile von (17.13) zeigt sich der Nichtdeterminismus. Hier steht {( p,«)} fir den Start

des L éschens des Stacks und 6, ( f,¢, A) fiir das Weiterarbeiten in der alten Maschine.

Die Funktionsweise ist die folgende: Solange wir in einem Zustand aus dem alten Automaten M, sind,
arbeiten wir im aten Automaten (letzte Regel). Sind wir in einem akzeptierenden Zustand des aten
Automaten, so |6schen wir den Stack (zweite Regdl erster Teil bzw. dritte Regel) oder arbeiten im
alten Automaten weiter (zweite Regel zweiter Teil), daman auch in einem akzeptierenden Zustand im
alten Automaten weiterarbeiten konnte ohne direkt abzubrechen.

Dies alles zeigt uns (was man auch formal beweisen konnte), dass gilt
(qg,x,Zé)lM—:(f,g,a) feFael" o (qg,x,Y)m(p,g,g) (17.14)

und damit N(M,)=L(M,;).
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3)=1):
Sei L=L(M,) fiir My =(Q;,2,T'3,5,,05.Z5, F3) . Dann definieren wir einfach einen Automaten, der
die gesamte Zustandsmenge akzeptiert:

Ml:=(Q3,2,F3,53,q§,Z§,Q3) (17-15)

Damit gilt offensichtlich L(M,)=T(M,), dader Automat M, mit der Definition von T nur dann ein

Wort akzeptiert, wenn der Zustand akzeptiert wird und der Stack leer ist. Da M3 aber nur dann
akzeptiert, wenn der Stack leer ist und in M; alle Zusténde akzeptieren, gilt dies bereits.

17.3.1 Aquivalenz PDA und kontextfreie Grammatiken
Satz (Aquivalenz PDA/ kontextfreie Grammatik):
Se G= (V,Z, P, S) eine kontextfreie Grammatik in Chomsky-Normalform. Dann existiert ein PDA
M, sodass L(G)=L(M).
Beweis:
Wir definieren zunéchst einen PDA und zeigen dann, dass das Gesagte gilt. Sei also
M :=({a},Z.V,5,q,S,9) (17.16)

der PDA. Wir betrachten nun die Definition von L(I\/I ) = {x

XEZ*,(C],X,S)I—*)(C],E,S)} . Hieraus folgt
die Definition der Ubergangsfunktion:
5(a,e,A) ={(q.a)A>aeP} Ae(V-I)
5(g.aa) ={(a.¢)} aex

Mit der ersten Regel kénnen wir das jeweils oberste (linkeste) Stacksymbol durch Produktionen
ersetzen und damit den Stack ,,aufbldhen” (nichtdeterministisch, wie man natiirlich an der
Mengenklammer sieht). Dabel handelt es sich um reine ¢ -Bewegungen, d.h. es wird kein Zeichen der
Eingabe gelesen, sondern es werden lediglich samtliche mdglichen Produktionen des obersten
Stacksymbols, das ein Nichtterminal ist, ,, durchprobiert.

(17.17)

Die zweite Regel dient dazu, Terminale wieder vom Stack 16schen zu kénnen. Diese L éschen kann
man sich wie ein ,,Matching* vorstellen, d.h. ein Termina wurde als ,,mdglich” erkannt und vom
Stack geloscht. Dabei wird der Lesekopf auf das néchste Eingabesymbol weitergeschoben.

Wir vollziehen den Beweis nun in zwei Schritten. Die beiden Schritte zusammen ergeben den
Gesamtbeweis:

1 vn>1: A:n>w (Wez*) = (q,W,A)I;(q,E,E)(ﬂ 18)

5

2. vn>1: (q,w,A)rg(q,g,g) = A= w

1. und 2. zusammen ergeben die Aussage, wie wohl offensichtlich ist (1 ist die eine Richtung und 2
die andere).

Beweisvon 1:
Wir beweisen per Induktion:
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Induktionsverankerung (n=1):

1
Essei A= w. Dannfolgt daraus A—we P und w=aeX (aso dassw ein einzelnes Eingabesymbol
ist). Hieraus folgt mit der Definitionvon & (Punkt 1)(siehe (17.17)): (g,a) € 5(q,&,a). Daraus
wiederum folgt:

1 1
(0,a,A)—~(a.a,a)—(q.,¢) (17.19)
(der letzte Ableitungsschritt gilt wegen Punkt 2 der Definition von & (siehe (17.17)).

I nduktionsannahme n:

Fur alle m< n gelte die folgende Implikation:
ASw weX = (qwA)H(gee) (17.20)
Induktionsschritt (n— n+1):

n+l 1

Wir haben A= w. Diesist quivalent zu A= BCow (n>1). Die Einzelableitung gilt, weil wir
angenommen haben, dass die kontextfreie Grammatik G in Chomsky-Normalform vorliegt. Mit Regel
1 der Definition von 6 (siehe (17.17)) folgt:

(a,BC)e (a6 A) (17.21)

1 m m
also (q,w, A)—~(q,w,BC). Esgilt weiter w=ww, mit B=>w, und C=w, mit m,m, <n. Damit
gilt nach zweimaliger Anwendung der Induktionsannahme

(9,w,BC) =(g,ww,BC)
(q.w,,C) (17.22)

5

—(a.6,¢)

Damit gilt insgesamt

(a,w, A) —(q,w,BC) (17.23)

*

—(a.6,¢)
und damit die Behauptung.
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18 Vorlesung vom 8. Juni 2000

18.1 Fur jede CFL existiert ein PDA

18.1.1 Fortsetzung des Beweises vom 06. Juni 2000

Der Beweis zur Aquivalenz von PDA und kontextfreier Grammatik wurde in der VVorlesung vom
06. Juni 2000 begonnen, und wird hier fortgefiihrt.

Esist zu zeigen:
1: ,Hin-Richtung”:

vn>1 : (A:le = ((q,w,A)ni)q,g,gj (18.1)
2: ,Ruckrichtung®:
vn>1 ((q,w,A)éq,g,g) = (Aéw) (18.2)

Das Symbol , A" sei hierbei ein Nichtterminal der kontextfreien Grammatik.

Die ,Hin-Richtung* wurde bereits gezeigt. Nun folgt der Beweis der ,, Rickrichtung”, d.h. wir miissen
zeigen, dass jedes Wort, welches unser Automat akzeptiert, auch durch die Grammatik erzeugt werden
kann. Diesen Beweis erbringen wir durch vollsténdige Induktion Uber die Lange der Produktion n.

Wir erinnern uns. Der PDA wurde so konstruiert, dass die Terminalsymbole der kontextfreien
Grammatik als Bandal phabet dienen, und sowohl die Terminalsymbole als auch die
Nichtterminalsymbole der kontextfreien Grammatik als Stacksymbole dienen.

Induktionsverankerung (n=1):

Fur n=1 gilt:

(W, A)>(q..¢)
U (18.3)
S(aw,A)>(ge) A [A=1

Bel der Definition unseres Kéellerautomaten, dem ja eine kontextfreie Grammatik zugrunde liegt,
haben wir einen Zustandsiibergang genau dann hinzu genommen, wenn fir diese kontextfreie
Grammatik mindestens eine von zwei Bedingungen erfillt ist:

u (18.4)
((W: e)n(A>ce P))v (w=A)

Das bedeutet in geschriebener Sprache, dass entweder a) kein Symbol vom Band gelesen wird, und ein
auf dem Stack liegendes , Nichtterminal“™® durch das, Terminal“ , leeres Wort" ersetzt wird, oder b)
das vom Band gelesene , Terminal” dem (einzigen) Zeichen auf dem Stack entspricht, und der Stack
daher leergeraumt wird.

Fall @) tritt definitionsgemal (siehe Definition unseres PDA) genau dann ein, wenn in der
kontextfreien Grammatik ein Ubergang des Nichtterminalesin das Terminal , leeres Wort* existiert.
Da die kontextfreie Grammatik in Chromsky-Normalform ist, kann es sich nur um den Ubergang des
Startsymboles Sin das leere Wort handeln. Unser Nichtterminalsymbol A muss dann aso (,von vorne

'3 Man kann bei einem PDA natrlich nicht von ,Terminalen® und ,Nichtterminalen“ sprechen. Diese
Bezeichnungen beruhen auf der Bedeutung der jeweiligen Symbole in Bezug auf die kontextfreie
Grammatik, die dem PDA zugrunde liegt.
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herein“) das Startsymbol Sgewesen sein, und es muss eine Produktionsregel geben, die das
Startsymbol Sin das leere Wort Gbergehen 18sst.

In diesem Fall handelt es sich um einen e-Ubergang:

U
(Ao ceP)a(w=¢) (18.5)
U Chromsky-Normalform
(S—>eeP)a(w=¢)
Da es also diese Produktionsregel gibt, gilt:

1 *
S=¢ bzw. S=¢ (18.6)
Damit ist fur die Produktionslange n=1 und den Fall a) gezeigt, dass jedes Wort, dass unser PDA
akzeptiert, von der kontextfreien Grammatik erzeugt wird.

Fall b) ist noch einfacher. Fall b) kann némlich gar nicht eintreten, da das Symbol auf dem Stack (A)
ein,, Nichttermina symbol*“ ist. Demzufolge wird es auf dem Band nie das Zeichen A geben, und Fall
b) tritt nie ein. Damit ist fur die Produktionsdange n=1 (fir Fall a) und Fall b)) gezeigt, dass jedes
Wort, dass unser PDA akzeptiert, von der kontextfreien Grammatik erzeugt wird.

Induktionsannahme:
vm<n ((q,w,A)rgq,g,gj = (A:le (18.7)

Induktionsschritt (n— n+1):

(W A) > (0,6,2) (18.9)

Wir betrachten nun ausdriicklich nur Ableitungen, die eine Lange grof3er als zwei haben. Dies
geschieht aber in Ubereinstimmung mit dem Skript zur Vorlesung™. Der Fall, dass das
»Nichtterminal“ A, das auf dem Stack liegt, im ersten Zustandsiibergang durch ein Terminal ersetzt
wird, kann nicht eintreten. Kénnte er eintreten, wére der Stack nach dem zweiten Zustandsiibergang
bereits leer — und damit die Verarbeitung des PDA beendet; dasist aber ein Widerspruch zu der
Annahme, dass mindestens drei Zustandsiibergange erfolgen.

Daher gilt:

(q.w, A)|i>(q,w, BC);(q,g,g)
U (18.9)
5(a,6,A)>(q,BC)

Dieser Ubergang des Stacksymboles A in die Stacksymbole B und C kann nur definiert worden sein,
wenn die kontextfreie Grammatik die entsprechende Produktion enthélt:

U (18.10)
A—>BCeP

Der Ausdruck (18.9) bedeutet nichts anderes, als dass das vorhandene ,, Nichtterminal“ auf dem Stack
durch zwei andere ,, Nichtterminale” ersetzt wird. Je nach Lange des Eingabewortes geschieht dies
einige Male. Letzten Endes werden aber alle so auf dem Stack abgelegten ,, Nichtterminale” wieder
»abgebaut*, das bedeutet Stiick fir Stiick durch Vergleichen mit dem Eingabewort durch das leere

!4 Dieses Vorgehen ist an sich beweistechnisch nicht korrekt.
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Wort ersetzt — bis der Stack irgendwann leer ist. Insbesondere bedeutet das, dass,,C* nicht vom Stack
gel 6scht werden kann, bevor nicht auch ,B“ vom Stack gel 6scht wurde. Und wenn wir einen Schritt
weiter denken, und davon ausgehen, dass sowohl C als auch B auf dem Stack durch mehrere andere
»Nichtterminale" ersetzt werden, bedeutet das trotzdem, dass die , Nichtterminale®, die aus B
hervorgegangen sind, nicht gel6scht werden kénnen, bevor nicht die , Nichtterminale* gel scht
wurden, die aus C hervorgegangen sind.

Daher lasst sich die Verarbeitung des Eingabewortes w wie folgt zerlegen:

I, w, e 1 (ww, =w) /\((q,V\Il,B)IE)(q,S,S)j/\

(18.11)
m
/\((q,WZ,C)I—)(q,g,g)j

mit m,m, <n und m +m, =n. Unter Zuhilfenahme der Induktionsannahme folgt daraus:

Bow, A Cow, (18.12)
Den Ubergang von A nach BC haben wir selber in (18.9) definiert, daher gilt:

A; BC : w,C : W,wW, : w (18.13)
Damit ist der Induktionsbeweis abgeschl ossen:

n+1 *
[(q,w, A)I—)(q,g,g)j ~ ASw (18.14)

Gesamtbeweis:

Wenn wir nun in den (bewiesenen) Behauptungen (18.1) und (18.2) das allgemeine ,, Nichtterminal“ A
durch das spezielle Nichtterminal, das Startsymbol S ersetzen, erhalten wir:

vn>1 : (S:lw) = ((q,W,S);q,s,ej,

vn>1 : ((q,w,S)»Lq,e,ej = [S:gwj

U (18.15)
wWe L(M):We L(G)

g

L(M)=L(G)
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19 Vorlesung vom 15. Juni 2000
19.1 Greibach Normalform (GNF)

19.1.1 Vorbemerkung

Neben der Chomsky Normalform ist auch die Greibach Normalform als weitere standardisierte
Darstellungsform fur kontextfreie Grammatiken bekannt. Hier sind alle Produktionen derart gestaltet,
dass die rechte Seite immer mit einem Terminal symbol beginnt und keines oder beliebig viele
Nichtterminal symbolen folgen.

A->aBB,.B, k>0 (19.1)

Um zu zeigen, dass sich jede kontextfreie Grammatik fur Sprachen ohne leeres Wort ¢ in Greibach
Normalform bringen l&sst, wie wir in den folgenden Abschnitten zeigen werden, muss es moglich
sein, aguivalente Grammatiken aufzustellen, bei denen mehrere Ableitungsschritte in einzelnen
Produktionen zusammengefasst werden. Dass solche Zusammenfassungen méglich sind, wird im
Folgenden gezeigt.

Eine A-Produktion ist eine Produktion der Form

A>a (19.2)
mit einem Nichtterminalsymbol A auf der linken Seite. Bei einer kontextfreien Grammatik
G=(V,%,P,S) gebeeseine A-Produktion A— o,Ba, mit B-Produktionen

B— BB -1 Bs (19.3)

Dann gibt es eine aus G hervorgehende kontextfreie Grammatik G, =(V,Z, R, S) mit neuen
Produktionen

A-afa, o pf.a,l... |afa, (19.4)
die durch Ableiten von A— o,Ba, ausG mit B— S, |5, |...| S, entstehen. Die Produktion
A— a,Ba, ist dann tiberfliissig und fehit in G;. Dann gilt L(G)=L(G,).
Bewels:
Der Beweisist einfach, dasich L(G,) < L(G) ergibt, wenn man fiir jede Ableitung
A:G> a,Ba, ?alﬂaz (19.5)

in G; das entsprechende
A? a,po, (19.6)

verwendet. Umgekehrt ist L(G)c L(G,), da A— a,Ba, dieeinzige Produktion ist, diein G und
nicht in G, enthalten ist. Immer, wenn A— «,Ba, bendtigt wird, folgt in einem spéteren
Ableitungsschritt B— g, | 5, |.-.| S5, was man in G1 in einem einzigen Ableitungsschritt mit
A— afa,|afa, ... |apa, redisert wird. Folglichist L(G)=L(G,).

19.1.2 Umwandlung von linksrekursiven in rechtsrekursive Produktionen

Mit der im vorangegangen Abschnitt vorgestellten Mdglichkeit, Zusammenfassungen von Ableitungen
vorzunehmen, kann man bereits viele Produktionen in Greibach Normalform tberfihren.
Problematisch wird es allerdings bei linksrekursiven Produktionen, die Nichtterminal symbole auf sich
selbst und weitere Symbole abbilden, da diese nicht ohne Weiteres in die gewlinschte Form zu bringen
sind.
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Solche Produktionen der Gestalt
A—> Az AeV,ae(Vul) (19.7)

heif3en linksrekursiv. Um sie kompatibel fur die Greibach Normalform zu machen, kann man
aquivalente rechtsrekursive Produktionen einfiihren. Gegeben sei eine Menge von A-Produktionen

A— Axy | A, |...| Ae, o e(VUE)
A= BB, ... p. pie((V-AUZ)-(Vuz)

wobei die oberen Produktionen linksrekursiv und die unteren nicht linkrekursiv sind. Damit kénnen
die Worter abgeleitet werden, die durch den reguldren Ausdruck

VAVABRVACALA RN ES) (19.9)

1ma nmal

(19.8)

beschrieben werden. Dabei handelt es sich um Worter, die aus einem f; an erster Stelle und beliebig
vielen folgenden o; bestehen. Diese Worter |assen sich genauso durch Hinzufligen eines neuen
Nichtterminalsymbols B mit Produktionen der folgenden Form erzeugen

A= Bl B .| B

A— pB|p,BI...| BB

Boala,l...le

B—aB|a,B|...|¢,B

(19.10)

Damit liegen dann keine linksrekursiven, sondern rechtsrekursive Abbildungen vor, die die gleichen
Worter generieren und die zugehérigen Grammatiken somit die gleiche Sprache beschreiben.

Formaler gesprochen, gibt es zu einer kontextfreien Grammatik G =(V,%,P,S) mit linksrekursiven

Produktionen eine entsprechende Grammatik G, =((V U B, ),%, R, S) mit rechtsrekursiven

Produktionen. Dabel sind alle Produktionen identisch, aulRer den linksrekursiven, die durch
rechtsrekursive ersetzt werden.

G habe nun Produktionen der Form

A— Ax | A, |...| Ae, o €(VUE)

A= BB, .- B Bie((V-AuUZ)-(Vuz)
und G; entsprechend zusétzliche

A— pB|5,BI...| 5B
Boala,l...le (19.12)
B—aBla,B|...|2,B

(19.12)

wobel die A— A, | Aa, |...| Aa, in Gy nicht mehr auftauchen. Dann gilt L(G)=L(G,).

Diefolgende Illustration verdeutlicht die Ableitungsschritte.
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A A
A % B; B
1
& o
2 p
Bj linksrekursive rechtsrekursive O‘il
Ableitung Ableitung
Abbildung 36 - Links- und rechtrekursive Ableitungen
Beweis:
In G endet jede Ableitung von A— A, mit A— £, . Damit erhdlt man
Ao Ag, > Ao o =2 A a o= B ap g (19.13)
G 1 G 2 1 G G p p-1 1 G p p-1 1
wasin G, folgendermalien erzielt wird
Aifﬂj Bﬁﬁjaip BﬁﬂjaipaiHBg. . -?ﬂjaip“iﬁ o (19.19)

Da beide Ableitungen zu den gleichen Wértern fihren, die dem oben genannten reguldren Ausdruck
entsprechen, gilt L(G)=L(G,). Somit wurde gezeigt, dass sich linksrekursiven Produktionen unter
Zuhilfenahme neuer Nichtterminal symbols By sowie weiterer Produktionen in rechtsrekursive
umwandeln lassen und dabei die mit der Grammatik erzeugte Sprache L(G)erhalten bleibt.

19.1.3 Kontextfreie Grammatiken in Greibach Normalform (GNF)

Satz:

Jede kontextfreie Sprache L ohne leeres Wort ¢ kann durch eine kontextfreie Grammatik G generiert
werden, deren Produktionen die Form

A—aBB,.B, k>0 (19.15)

haben. A und B; sind Nichtterminalsymbole, aist ein Terminalsymbol. Sind alle Produktionen von
dieser Form, heif3t die Grammatik in Greibach Normalform.

Bewels.

Der Nachweis Uber die Richtigkeit dieser Aussage wird mit Hilfe eines Algorithmus erbracht, der eine
beliebige Grammatik G, =(V;,%,R,S ), die sich bereitsin Chomsky Normalform (CNF) befindet, in
eine Grammatik G =(V,Z,P,S) in Greibach Normalform (GNF) umwandelt.

Der Umwandlungsprozess wird in drei Schritten vorgenommen. Zunéchst nummerieren wir die
Nichtterminalsymbole der Ausgangsgrammatik G; miti = 1...m

Vlz{A,AZ,...,An} (19.16)
mit dem Zi€l, alle Produktionen in die Form
A— Ay i< (19.17)
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zu Uberfuhren. Dazu durchlaufen wir ale A;-Produktionen mit A — Ay undi = 1...mund ersetzen

jeweils - wie in der Vorbemerkung gezeigt - die A; mit allen Aj-Produktionen. Fir den Fall, dass eine
linksrekursive Produktion A — Ay auftritt, werden wieim vorherigen Abschnitt beschrieben, ein
neues Nichtterminalsymbol und neue Produktionen eingefiihrt und die linksrekursive in eine
rechtsrekursive Produktion umgewandelt.

Am Ende dieses ersten Schrittes haben wir Produktionen erhalten, fur diemit A — Ay i <j gilt. Die

Produktionen fir A, sind dann in Greibach Normalform A, — aB,B, ... B, . Algorithmisch betrachtet
sieht die Sortierung nach i <j so aus

for i := 1 to m do
for j := 1 to i - 1 do
foreach A; -> Aja € P; do
Fige hinzu A; -> Bia|f0]...|Bsa fUr alle
Produktionen 2y -> Bio|B.a]...|Bsat ;
Entferne A; -> Aja ;
next
next j

if A; -> A;a € P, then
Flige Nichtterminalsymbol B; hinzu ;

Flige hinzu A; -> B;B;|B2Bi|...|BB;: flur alle
Produktionen Ay -> Bi|P2|...|Bs mit A; nicht erstem Zeichen von B ;
Flge hinzu B; -> di|ay]|...|o, ;
Flige hinzu B; -> o4B;|0uB;i]| ... 0B; ;
Entferne A; -> A;a ;
endif
next 1

Im zweiten Schritt kénnen wir die so geordneten Produktionen in Greibach Normalform tberfihren,
indem wir sukzessive alle A;-Produktionen beginnend bei A, (dasjabereits ein Terminalsymbol als
erstes Zeichen auf der rechten Seite und dann wegen der ursprtinglichen Chomsky Normalform von
G1 folgende Nichtterminalsymbole hat, also in Greibach Normalform ist) in die rechte Seite der A;.;-
Produktion einsetzen. Da A — Ay i <j fur ale Produktionen gilt, sind so im Anschluss an diesen

Schritt ale Produktionen in Greibach Normalform. Algorithmisch kann das folgendermal3en
beschrieben werden

for i := m - 1 downto 1 do
foreach A; -> Aja € P, mit 1 < j do
Flige hinzu A; -> Bo|B.a]...|Bsa £Ur alle
Produktionen 2A; -> Bio|B.a] ... |Bsat ;
Entferne A; -> Aja ;
next
next I

Im Anschluss daran befinden sich alle A;-Produktionen in Greibach Normalform. Bleiben nur noch die
maglicherwei se hinzugekommenen B;-Produktionen, deren rechte Seite im dritten und letzten Schritt
analog umgeformt werden.

Dadie urspriingliche Grammatik G, in Chomsky Normalformist, besteht die rechte Seite jeder
Produktion entweder aus einem Termina symbol oder aus zwei Nichtterminalsymbolen. Durch diein
den beiden ersten Schritten vorgenommen Umformungen sind deswegen keine Terminal symbole
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weiter nach rechts gewandert, sondern kénnen nach wie vor nur an erster Stelle stehen, wie esdie
Greibach Normalform fordert.

Bel den B;-Produktionen besteht die rechten Seite ausschliefdlich aus Nichtterminalsymbolen. Danach
dem zweiten Schritt alle A;-Produktionen in Greibach Normalform sind, muss im dritten Schritt
lediglich das erste Nichtterminalsymbol der rechten Seite einer B;-Produktion durch die rechte Seite
der jeweiligen A;-Produktion ersetzt werden (siehe Vorbemerkung) und folglich sind dann auch die B;-
Produktionen in der gewlinschten Greibach Normalform.

19.1.4 Beispiel 1
Gegeben sei eine Grammatik G =({A,A,, A} ,{a,b},P, A) mit den zugehtrigen Produktionen

A AA
A —>AA|Db (19.18)
A— AN

Diese wird im Folgenden in Greibach Normalform Uberfihrt.

1. Schritt

Das Umwandlungsverfahren in Greibach Normalform beruht auf Ausgangsgrammatiken in Chomsky
Normalform. Die hier gegebene Grammatik liegt in CNF vor, da auf der rechten Seite entweder zwei
Nichtterminal symbole oder ein Terminalsymbol stehen. Wir kénnen daher direkt mit der Umwandlung
in GNF beginnen.

Die Produktionen missen alein die Form A — Ay miti <] gebracht und mogliche linksrekursive

Produktionen in rechtsrekursive umgewandelt werden. Fir die A;- und A,-Produktionenist die
Bedingung bereits gegeben, in die As-Produktion wird die rechte Seite von A; eingesetzt.

Dann erhédlt man
A—>AA
A —>AA|b (19.19)
A—>AAA|a

und in einem weiteren Schritt wird A, in der rechten Seite von Az durch AzA; und b ersetzt, so das
man folgende Menge von Produktionen erhalt

A AA
A —>AA|b (19.20)
A - AAAA|BAA |a

Die Az-Produktion entpuppt sich jetzt a's eine linksrekursive Produktion, die durch Hinzufiigen eines
Nichtterminal symbols B; und weiterer Produktionen entfernt wird.

A AA

A > AAID (19.21)
A —>bAAB; |aB; |bAA |a

B, > AAAB |AAA

2. Schritt
Dasich jetzt alle Produktionen der Bedingung A — Ajy miti <j genligen und A, = A3 bereitsin

Greibach Normalform ist, kénnen wir die anderen A;-Produktionen auch beginnend bei A1 = Az in
die gewlinschte Form umgestalten.
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Fir A, erhalten wir dann

A AA
A, —>bAABA |aB,A |DAAA |aA |b

(19.22)
A —>bAAB; |aB; |bAA |a
B, > AAAB|AAA
und entsprechend fir A,
A —>bAABAA |aB,AA [DAAAA |aAA |bA
A, > DAABA [aBA [DAAA [aA |b (19.23)

A —bAAB,|aB, |DAA |a
B, > AAAB [AAA

Damit sind alle A;-Produktionen in Greibach Normalform. Fehlen noch die B;-Produktionen.
3. Schritt

In das Nichtterminalsymbol der rechten Seite der beiden Bs-Produktionen werden alle finf A;-
Produktionen eingesetzt, so dass 10 neue Produktionen entstehen.

A —>bAABAA|aBAA [DAAAA [aAA |bA

A, —>bAABA |aB,A |DAAA |aA |b

A —bAAB,|aB, |bAA |a

B, > PAABAAAAB, |aBAAAAB, [DAAAAAAB, (19.24)
B, > aAAAAB; [bAAAB,

B, > PAABAAAA |aBAAAA |DAAAAAA

B, > aAAAA [PAAA,

Somit erfiillen ale Produktionen die Bedingung der Greibach Normalform, dass die rechte Seite
immer aus einem Terminalsymbol gefolgt von keinem oder beliebig vielen Nichtterminal symbolen
besteht. Zu bemerken ist, dass aus den 5 Produktionen der Grammatik in Chomsky Normalform
immerhin 24 Produktionen sowie ein weiteres Nichtterminalsymbol in Greibach Normalform
geworden sind.

19.1.5 Beispiel 2
Gegeben sei eine Grammatik G =({A S},{a,b},P,S) mit den zugehcrigen Produktionen

S— AAla

19.25
A— SS|b ( )

1. Schritt

Das Umwandlungsverfahren in Greibach Normalform beruht auf Ausgangsgrammatiken in Chomsky
Normalform. Die hier gegebene Grammatik liegt in CNF vor, wir kénnen daher direkt beginnen.

Zunéchst werden die Nichtterminal symbole durchnummeriert. Sagen wir, S sel das erste und A das
zweite Nichtterminalsymbol, also A; = Sund A, = A, wobel wir aufgrund der Einfachheit auf diese
Umbenennung verzichten kdnnen und die Reihenfolge im Hintergrund behalten. Dann ist die

Zuordnung S — AA in Ordnung, A — SS muss jedoch umgewandelt werden, damit A — Ay mit

i <] fur ale Produktionen gilt.
Dadurch erhalt man
S—> AAla

(19.26)
A—> AAS|aS|b
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was eine linksrekursive Ableitung erzeugt. Daher flihren wir ein neues Nichtterminalsymbol B, ein
und wandeln in rechtsrekursive Produktion um

S— AAja
A— aS|b|asB, |bB, (19.27)
B, > AS| ASB,

Dann liegen die A-Produktionen schon in Greibach Normalform vor und wir kdnnen zum zweiten
Schritt Ubergehen.

2. Schritt

Jetzt muss das erste A der rechten Seite von S durch die A-Produktionen ersetzt werden und man
erhalt

S—aSA|bA|aB,A|bB,A|a
A— aS|b|aSB, |bB, (19.28)
B, > AS|ASB,
Schon! Jetzt liegen alle Produktion in der gewlinschten Form vor, bis auf die B,-Produktionen, was
jedoch auch leicht bewerkstelligt ist.
3. Schritt

Das erste Nichtterminal symbol der rechten Seite der Bo-Produktionenist A und wird jeweils durch die
beiden A-Produktionen ersetzt, so dass vier neue Produktionen entstehen.

S—aSA|bA|aSB,A|bB,A|a

A— aS|b|aSB, |bB,

B, —» aSS|bS|asB,S|bB,S

B, » aSSB, |bB, |aSB,SB, |bB,SB,

(19.29)

Somit liegen ale Produktionen die Greibach Normalform und die Umwandlung ist abgeschl ossen.
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20 Vorlesung vom 20. Juni 2000

20.1 Odgens Lemma
Satz:

Sei G=(V,%,P,S) eine kontextfreie Grammatik. Dann existiert eine Konstante k >1 (welcheim
Allgemeinen recht groB ist), so dass fur alle Worter zder Sprache mit ze L(G) und |Z>k, in denen
mindestens k Positionen markiert sind, gilt:

DasWort zkann geschrieben werden, als die Zerlegung z=uvwxy mit den folgenden 4 Bedingungen:

1. w enthdlt mindestens eine markierte Position,

2. u und v enthalten beide markierte Positionen, oder aber x und y enthalten beide markierte
Positionen,

wwx enthalt hochstens k markiere Positionen

4, Esexistiert ein Nichtterminal A mit:

S%uAy:}uvAxy%...:;mvi Ax‘y:;>uvivvxiy Vi>0 (20.1)

7 i WY 5
A FogS, R
/ 1)) )
Zod I T S
Abbildung 37

Das Bild zeigt, wie man sich dieses am besten vorstellen kann. Es gilt einen Weg vom Startsymbol S
aus hin zu den markierten Blé&ttern zu finden. Da nun der Weg sehr lang it, existiert eine Schliefe.
Man betrachtet dann den Teilbaum der letzten Wiederholung. Man sieht nun, dass w zumindest eine
markierte Position enthalten muss.

Beweis des Satzes:

Esgelte:
m=y #(V -X)
| = max.(nA>aeP, || =n) (20.2)
k =, Iz,m+3

Essei dann ze L(G) mit |4>k und weiterhin mindestens k Positionenin z markiert. Schlielich

sel T der Ableitungsbaum fir z mit der Lange > 2-m+ 3. Ein Knoten n heifdt Verzweigungsknoten,
wenn n mindestens zwei direkte Nachfolger hat. Ein Beispiel wére, wenn der Knoten n zwei
Nachfolger n, und n, hat, welche beide markierte Blé&tter unter ihren Nachfolgern haben.

Nun |&sst sich einWeg n,,...,n, durch den Ableitungsbaum T wie folgt konstruieren:

1. n istdieWurzd von T,
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2. betrachtet man die Nachfolger eines Knoten n . Sollte nur einer von n ’'s direkten Nachfolgern
markierte Knoten haben, so wird dieser der Nachfolger n_; .

3. Wenn n ein Verzweigungsknoten ist, dann soll n ., derjenige direkte Nachfolger sein, der die
groBte Zahl von markierten Bléttern als Nachfolger hat. Bei Gleichheit kann n,, beliebig gewahit
werden.

4. Wenn n ein Blatt ist, endet die Konstruktion.
Nunist n,n,,...,n, der Weg.

Behauptung:

Wenn der Weg n,,n,,...,n r Verzweigungsknoten enthélt, dann hat n, >1*™*" markierte Blétter.
Der Beweisfolgt durch Induktion. Fur i =0,r =0 gilt:

n hat > 7™ =k (20.3)

markierte Blétter. Angenommen, die Aussageist richtig fir (i —1). Wenn n kein
Verzweigungsknoten ist, dann haben n und n ., dieselbe Anzahl von markierten Bléttern. Wenn n

N 2mH3-r _ | 2m+3—(r+1

ein Verzweigungsknoten ist, dann hat n_, mindestens % ) viele markierte Blétter bei

(r +1) Verzweigungsknoten.

In n,n,,...,n, muss es mindestens 2-m+ 3 viele Verzweigungsknoten geben. Denn anderenfalls hétte
n, >1?™7 > 1.(r < 2m+ 3) viele markierte Blétter. Das wére jedoch ein Widerspruch, denn n_ ist
ein Blatt, und somit kein Verzweigungsknoten. Esgiltaso p>2-m+ 3.

Seiennun by,...,b,, ; dieletzten (2m+3) Verzweigungsknoten. b heifdt , linker
Verzweigungsknoten”, wenn ein linker direkter Nachfolger von by, der nicht auf dem Weg liegt, ein
markiertes Blatt links von n enthalt. Analog dazu ist b der , rechte Verzweigungsknoten®, wenn ein
rechter direkter Nachfolger von by, der nicht auf dem Weg liegt, ein markiertes Blatt rechts von

n, enthalt.

Ohne Beschrénkung der Allgemeinheit gilt: Es gibt mindestens (m+2) vielelinke
Verzweigungsknoten. Seien nun |,,...,I..., dieletzten linken Verzweigungsknotenin b,,...,b,,..,-
Unter I,,...,1,,, gibt esdann zwei Knoten |, und I, mit der selben Bezeichnung, da #(V —X)=m.
Fur den Fall, dass f echt kleiner as g ist, sieht dies wie auf dem folgenden Bild aus:

Abbildung 38
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Man kannnun I, =1, = A nennen. Es ergibt sich dann:
S=uAy (20.4)
A= VAX (20.5)
A=w (20.6)

Und damit gilt dann:
S= uAy:+> uvAxy:+> uv AX y:+> wwxy Vi>0 (20.7)

Danun |, einlinker Verzweigungsknoten ist, hat u mindestens ein markiertes Blatt. Des weiteren ist
I, einlinker Verzweigungsknoten und damit hat v mindestens ein markiertes Blatt. w enthélt als

markiertes Blatt n,.

Es gilt auch, dass b, der (2m+ 3) -te Verzweigungsknoten vom ende ist. Somit hat b, héchstens
1?3 =k viele markierte Blatter. Da |, ein Nachfolger von by ist, hat vwwx hochstens k markierte
Blétter.

Analog zu dem eben vorgefihrten Beweis fr linke Verzweigungsknoten, 1auft auch der Fall fur
m+ 2 rechte Verzweigungsknoten. Hier enthalten dann xund y jeweils mindestens ein markiertes

Blatt.
Korollar: (Pumping Lemma nach Bar-Hillel, Perles, Shamir)

Sei L eine kontextfreie Sprache. Dann existiert eine Konstante k in der Art, dass, wenn |z| >k und
ze L igt, dann gilt:

Esexistiert fir zeine Zerlegung in z=uwwxy mit u,v,w,x,yeX und:
VX # &
|wvx|s k (20.8)
Vi>0: wwx'yel

Zum Beweis dieses Korollars, wahlt man eine beliebige kontextfreie Grammatik G fur L und
markiert alle Positionenin z

20.1.1 Beispiele fur Kontextfreiheit und Nichtkontextfreiheit
Behauptung:

Die Sprache L= {a”b”c” |n 21} ist nicht kontextfrei.

Bewels:

Angenommen die Sprache L wére kontextfrei. Es sei dann k die Konstante des Pumping Lemmeas.
Und esgilt:

_ Kk ~k
z=, ab‘c (20.9)
zel
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Es existiert dann eine Zerlegung fur z mit:

Ju,V,W, X, Y Z = UwWXy

v <k (20.10)
= VWX e ab
VVWX e bc

Essoll hier nur der Fall wxe a'b’ betrachtet werden. Dafir gilt:

Ve a* U b* (20.11)
xea ub
Nun gibt esdrel Félle zu beachten:

1. wxea = vxea' diesstellt aber einen Widerspruch dar, denn die Anzahl der a s wiirde schneller
wachsen.

2. vxeb = vxeb’ und wieder haben wir einen Widerspruch, da hie die b's zu schnell wachsen,
schliefdlich bleibt noch

3. vea,xebh = vea AX€b+ auch in diesem Fall bekommt man einen Widerspruch, denn

oder vea Axeb
die c’'sbleiben auf der Strecke.

Behauptung:

Die Sprache L = {a‘bjc‘dj li>1, ] 21} ist nicht kontextfrei.

Bewels:

Angenommen, die Sprache L wére kontextfrei. Es sei nun n die Konstante des Pumping Lemmeas.
Dann gibt es eine Zerlegung von z=a"b"c"d" in z=uwxy mit u,v,w,x,ye " und |vwx| <n.
Wie man sieht, gilt:

1. vx enthdlt htchstens zwel verschiedene Symbole,

2. Fals vx zwei verschiedene Symbole enthélt, miissen diese , benachbart” sein. Dann erh@t man
durch ,, pumpen*:

#a's > #c's
#b's > #d's
und dies stellt einen Widerspruch dar
#c's > #a's
#d's > #b's

Man erhdlt also jedes Mal einen Widerspruch, da es nicht zu schaffen ist eine gleiche Anzahl von a's
und c’'soder b’'sund d’s zu erreichen.

Behauptung:
Die Sprache L ={ab'c"|i = j, j = k,k =i} ist nicht kontextfrei,
Bewels:

Angenommen die Sprache L wére kontextfrei. Sei nun n die Odgens Konstante. Dann gibt esfir ein
Wort z=a"b™"c™*" der Sprache L eine Zerlegung z=uwwxy . Es seien nun alle a's markiert.
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1. uund v enthatenas.
Dann gilt: vea’ und damit gilt v=a' fir i <n. Esgibt dann die folgenden 3 Falle:
xea vxeb vxec
e xea

Dann gilt: x=a' und somit vx=a""! mit (i + j)<n. Dann sollte das Wort:

l+£ 1+£ n+(i+])- _n!. ' .
uv “lwx "ly=a (hpreniem2nt i der Sprache sein, dies kann jedoch nicht sein, da die
Anzahl der @ sgleich der Anzahl der b's.
o xeb
. 1+2-— l+2~i! n+i»2n_7! .
Dannist x=b' mit j >0 und somit miisstedasWort: uv  'wx ' =a b'¢c™*" inder

Sprache sein. Jedoch fuhrt auch dies zu einem Widerspruch, da die Anzahl der & s gleich der
Anzahl der ¢’sist. Bleibt noch ein Fall zu behandeln.

o XxecC

hierist x=c!fur j>0. Dann miisste das Wort: W W +T.y —a" T in der Sprache
sein. Jedoch ist hier die Anzahl der &' s so gro3 wie die Anzahl der b’'s, was einen Widerspruch
darstellt.

2. Der Fal, dass xund y beide & s enthalten, funktioniert analog zum 1. Fall. Somit soll es hier
nicht wiederholt werden.

Behauptung:
Die Sprache L ={a'b/c*|i = j v j =k} ist eine kontextfreie Sprache, die inharent mehrdeutig ist.

Beweis:

Zuerst soll noch mal wiederholt werden, was inhdrent mehrdeutig bedeutet. Dies bedeutet, dass egal
welche Ableitung gewahlt wird, immer 2 mogliche Wege existieren.

Um dies zu zeigen, geniigt es eine kontextfreie Grammatik aufzustellen, welche mehrdeutig ist. Eine
solche kontextfreie Grammatik ist:

S— AB|DC

A—aAle

B —bBc|e (20.12)

C—ocCle

D —aDb|e
Diese Grammatik ist mehrdeutig, wie man schnell an folgendem Beispiel erkennt:

S= AB = aAB = aaAB = aaB = aabBc = aabbBcc = a’b’c? (20.13)
eine andere Ableitung fur dieses Wort ist:

S= DC = aDbC = aaDbbC = a’h’°C = a’h°cC = a’b’*c’C = a’b’c’ (20.14)

wir behaupten, dass jede kontextfreie Grammatik fir L mehrdeutig sein muss. Sei G eine beliebige
Grammatik, die L erzeugt. Sei weiterhin k die Konstante des Odgens Lemma. Es sei hun ohne

Einschrankung k > 3. Sei z=a“b*c*"™*'. Nun seien alle a smarkiert und ze< L . Nach Odgens Lemma
gibt esdann firr zeine Zerlegung z=uwwxy fir u,v,w,x,y e X" . Dann gilt:

1. w enthadlt mindestensein a
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2. wea

3. xea ub uc . Hierbei gilt, dass x mit Sicherheit nicht zwei verschiedene Symbole enthalten
kann, denn sonst wirde durch das Pumpen ,,gemischte Folgen erzeugt werden.

4. wwx enthdlt hochstens k vielea's.
Nun sind die folgenden Félle zu betrachten: xe @' v xeb' v xec':
1. xea

Dann gilt: vxe a und damit v=a' fir 0<i <k und man erhalt Worter: uv’wx’y = a“"'b*c**

die auch aus der Sprache stammen miissten. Jedoch stellt dieses einen Widerspruch dar, da weder
die Anzahl von @ sund b’'s, noch die Anzahl der b’sund c’'sgleich ist.

2. xec

Esistdann v=a' mit O<i<k undesgilt x=c' fur j>0. Damit bekommt man Worter:
uv’wx’y = a“'b*c***! | die auch in der Sprache sein miissen. Doch wie schon bei @) bekommt
man einen Widerspruch.

3. xeb
Esgilt: v=a' fir 0<i<k undweiterhin x="b’ fir j>0. Damit bekommt man die folgenden
Woérter: uv?wx’y = a“"'b**1c“** | die Element der Sprache sein miissen. Es gilt also zwei weitere
Félle zu unterscheiden zum einenden Fall i = j und zum anderen (j =k!A j #i):
o (j=kinj=i)

Damit wiirden Wérter: uvwx®y = a“?b*#c*** diese miissten in der Sprache sein, jedoch ist
dies ein Widerspruch.

] | = J
Es gilt damit: S:+>uAy:+>uv’“Axmy:+>uv’“vvxmy. Fur m= k%+1 gilt dann:

UVm\Nme — ak+k!bk+klck+k! (2015)

Eine &hnliche Argumentation liefert dann fiir den umgekehrten Fall: a“*'b“c*. Fir u',v,w', x"y'e 2’
mit a“Mb*c* =u'v'w'x'y" und mit v'e b’ . Schliefllich kommt man zu der Ableitung:

Séu‘By'éu'(v‘)m' B(x)" y'éu'(v‘)m' w(x)" y'=akpkeig (20.16)
Behauptung:
Diese beiden Ableitungen reprasentieren verschiedene Ableitungsbaume.
Bewels:
Angenommen, diese beiden Ableitungen beschreiben denselben Ableitungsbaum.
A erzeuge @ sund b'swéhrend, B b'sund c’'s erzeugt. Somitist A kein Nachfolger von B und Bist
kein Nachfolger von A. Betrachtet man nun die Ableitung:

S:+>t1AtZBt3 mit t,,t,,t;e X

Nun mussfir adle i, j gelten:

v wxt, (v) wi(x) t, e L
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Nunist i = j hinreichend grof3 zu wahlen.
Esgilt V=[x und |v|=|x|. Damitistalso vea’,xeb" Av'eb’,x'ec". Somit erhdlt man also
Z’el mit #,(2')>#,(2)~#,(2')>#.(Z') . Diesist jedoch ein Widerspruch, dawir entweder eine

gleiche Anzahl von a s und b’swollten, oder aber eine gleiche Anzahl von b'sund c's. Somit kénnen
die beiden Ableitungen nicht den selben Ableitungsbaum beschrieben haben.
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21 Vorlesung vom 27. Juni 2000

21.1 Deterministische PDA

Wir betrachten nun eine Sprachklasse, die echt zwischen den reguléaren Mengen und den kontextfreien
Sprachen liegen: die deterministischen kontextfreien Sprachen (DCFL). Diese sind interessant, da es
sich herausstellt, dass die Syntax vieler Programmiersprachen mittels DCFL s beschrieben werden
kann.

Definition:
Se M =(Q,x,T,6,0,,Z,,F)ein PDA. M heif} dann deterministisch (DPDA): <
1L.vqeQaeZu{s},Acl:|5(g.a,A)<1

(21.1)
2.6(9,6,A)»P=>VvVaer:6(qaA)=0

T(M )::(X|XGZ* /\(qO,X,Zo)i;( f.e,a),feF,a eF*j (21.2)

Regel 1 verhindert WahImdglichkeiten fiir dieselbe Eingabe. Regel 2 verhindert die Wahl zwischen
der Benutzung eines Eingabesymbols und einer e-Bewegung.

Definition:
Eine Sprache heif3t deterministisch kontextfrel (dkfS): < Esexistiert ein DPDA mit L = T(M).
21.1.1 Beispiele

e Die Sprache {a"bn [n 21} ist deterministisch.

«  DieSprache {wow® |we {a,b} | ist deterministisch.

« DieSprache {a'b" [n>1 u{a"b™ |n>1{ ist nicht deterministisch.

Beim letzten Beispiel musste der Automat raten, ob fir ein anun ein oder zwel b vorliegen miissen.
Dagegen gilt:

o d{a%"[n>1ud,{a® [n>1} ist deterministisch, falls gilt dy # d.

o {a"dp"|n=1} U{a'd,b* [n>1} ist deterministisch, falls gilt dy # d,. Dabei wird so vorgegangen:

zunéchst werden fur jedes azwei Symbole auf den Keller gelegt. Wenn d; gelesen wird, so wird je
ein Symbol wieder vom Keller gel 6scht, ansonsten wird mit den je zweiten weitergearbeitet.

o {a'"[n>1d,u{a"v™ |n>1fd, ist nicht deterministisch,

21.1.2 kfS und dkfS

Satz:

Sei L eine kontextfreie Sprache (kfS). Dann gibt es eine deterministische kontextfreie Sprache L
(dkfS) und einen Homomorphismus h mit h(L*) = L.

Beweis:

Sei L kontextfrei. Daraus folgt, dass es einen PDA M =(Q,%,T", 8,0, Z,, F ) geben muss mit
L = T(M).
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Essel

m:=max{n|(q'a)e5(a,a,A),ja|=n} (21.3)
Also ist m die maximale Lange von Symbolen, die auf den Keller gestellt werden. Es sei weiter

T =ExQxI*" (21.4)
mit 0" =" T
Wir definieren nun den deterministischen PDA M* wiefolgt:

=(Q,2\I,6",65,Z,,F) (21.5)

mit

§'(afad.a],A)={(d.2)I(d.a)es(a.aA) (21.6)

Wir miissen durch Induktion den Determinismus zeigen:

(d[a-a,.2]) (0,8, 8a)

B (f.e7)
o (21.7)
CHER A 1.20)=>(a, [ 20,00 [a, f])
( &7)

aha

Abbildung 39 - Beispiel zum Beweis

In Abbildung 39 sieht man das Prinzip des Beweises. Oben sieht man einen nichtdeterministischen
Kellerautomaten (da bei der gleichen Eingabe in zwei verschiedene Zustande p, r gewechselt werden
kann).
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Im unteren Teil der Abbildung sieht man nun den deterministischen Automaten mit den neuen
Eingabesymbolen [a,a.,p] und [a,B,r]. Eswird aso eine Alphabetvergrof3erung vorgenommen. Um
diese Zeichen wieder auf die alten Zeichen zuriickzumappen wird der folgende Homomorphismus
definiert:

h:2' > 2 mith([aq,a])=a (21.8)
Somit gilt h(T(M'))=T(M)=L.
21.2 Turing-Maschinen und Entscheidbarkeit

21.2.1 Problem, Algorithmus, Entscheidbarkeit
Definition (Problem):
Ein Problem P istein Paar P=(V, 7) mit

1.V ist die Menge der Objekte

21.9
2. y ist ein Prédikat y :V —{0,1} (21.9)

y ist also letztendlich die Beschreibung des Problems, das wir 16sen wollen.
Definition (Algorithmus):

Ein Algorithmus A fir ein Problem P=(V, 7} ist eine endliche Menge von Instruktionen, die fir alle
xeV hat mit

A(X)= x(x) VxeV (21.10)
Definition (Entscheidbarkeit):
Ein Problem P=(V, ) heif}t entscheidbar : < 3 ein Algorithmus A fur (V, p)
Beispiel 1
Das Problem P=(V, p) mit

V= {(G x) | G eine regulére Grammetik, x ein Wort}

p:v—>{01}

(21.12)
p(G,x)=1< xeL(G)
p(G,x)=0< xgL(G)
Beispiel 2
Das Problem (Leerheitsproblem) P=(V, p) mit
V ={G|G eine regulare Grammatik}
Y 0,1
piv—> {0 (21.12)

p(G,x)=1<L(G)=0
P(G,x)=0<L(G)=0
21.2.2 Modelle fur Algorithmen

Es gibt unter anderem die folgenden beiden Maodelle fir Algorithmen:
e Turing Maschinen (Alan Turing)
e Rekursive Funktionen (Kurt Godel)
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Diese beiden Ansétze sind jedoch aquivalent.
21.2.3 Churchsche These

Ende endliche Menge A von Instruktionen ist ein Algorithmus genau dann, wenn eine Turing-
Maschine m existiert mit:

1. m(x) halt fur ale x

21.13
2.m(x) erreicht einen Endzustand <> A(x)=1. ( )

21.2.4 Turing-Maschine
Definition (Turing-M aschine):
Eine Turing-Maschine M ist ein 7-Tupel M =(Q,%,T,6,0,,B,F) mit

1. Qist eine endliche Menge von Zustdnden

2. T ist eine endliche Menge von Symbolen (Bandalphabet)

3. B eI ist das"Blank"-Symbol

4.3 ist das Eingabeaphabet mitX cT',B¢ X (21.149)

5. q, ist der Anfangszustand

6. Fist die Menge der akzeptierenden Zusténde

7. 5:QxT - Qx(I' - {B})x{L,R}
Dabei ist zu beachten, dass{L, R} die Bewegungen des Schreib-/Lesekopfes darstellen sollen. 5 istin
der Regel partiell, d. h. nicht Uberall definiert.

Eine Turingmaschine kann man sich also vorstellen al's eine Maschine, die auf einem (Eingabe)band
operiert. Sie kann dabel ein Zeichen lesen und abhangig von diesem und dem momentanen Zustand, in
dem sie sich befindet, ein neues Zeichen an die Stelle des Gelesenen schreiben, in einen neuen
Zustand wechseln und den Schreib-/Lesekopf nach recht oder links um eine Stelle bewegen.

Definition (Konfiguration):
Se M :(Q,Z,F,§,qO,B, F) eine Turing-Maschine. Eine Konfiguration von M wird wie folgt
bezeichnet:

0, (21.15)

Dabel gilt oy, e T, s0 dass o, das am weitesten links stehende Nicht-Blank-Symbol und a,, das am

weitesten rechts stehende Nicht-Blank-Symbol enthélt. g ist der gegenwértige Zustand der Maschine
und kennzeichnet auch die Position des Schreib-/L esekopfes.

Wir kdnnen die Bewegung einer Turing-Maschine wie folgt formal beschreiben. Zunéchst die
Linksbewegung:

X, Xy X 40X, X, 5 X Xy X, pX YL X

21.16
= 8(a%)=(pY.L) (2119

Hierbel wird vom Zustand q aus das aktuelle Zeichen (X;) ersetzt durch Y, in den Zustand p verzweigt
und der Kopf eine Stelle nach links bewegt.

Analog die Rechtsbewegung:
X Xy X 0% X B XX X YPX
<6(a,X)=(p.Y,R)

i1 Xn
(21.17)

Wir bezeichnen mit — und — die Ublichen Erweiterungen.
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Esist
T(M)={WlweS" A(gw)s (e far,). f e F} (21.18)
die Menge der von M akzeptierten Eingabeworter.
Wir vereinbaren, dass M in einem akzeptierenden Zustand f e F stets anhélt.
Beispiel
Wir betrachten eine Turing-Maschine fiir die Sprache L ={0"1"|n>1{ .
Essind M =(Q,%,I',6,0,,B,F),Q={0,,¢.....0},£={01},[ ={01,B,X,Y},F ={q} .

Die Ubergangsfunktion & geben wir in folgender Tabelle an:

00 g XR erste0vonlinksdurch X ersetzen

00  q:OR  zur ersten 1 nach rechts gehen
Y YR durchY ersetzen
hl YL

02Y YL nachlinksdieerste O suchen
X gXR falskeine mehr da: in gs; gehen

q20 q40|_
a0 gL nach links das erste X suchen
QX  QXR

gsY asYR  keine Nullen mehr da—=
0B osYR  prifen, ob auch keine Einsen mehr da sind.

Fallsja in akzeptierenden Zustand gehen!

21.2.5 Universelle Turingmaschine

Wir wollen nun eine Turing-Maschine bauen, die andere Turingmaschinen simulieren kann —und
zwar auf jedes Eingabewort hin. Wir wollen also eine Turing-Maschine U mit folgender Eigenschaft:

e M sai eine beliebige Turingmaschine
e X sei ein beliebiges Eingabewort
e Dann fihrt U bei Eingabe von (M,x) die Simulation von M auf x durch.

Jetzt ist aber die Frage, wie die Eingabe (M,x) aussehen soll. Hierfiir missen wir eine Kodierung auf
dem Band vornehmen.

Wir stellen zunéchst folgendes fest:
Zu jedem Alphabet T - { B} gibt es eine Kodierungin {0,1} ", so dass gilt
Kod (M) akzeptiert Kod (x) <> M akzeptiert x (21.19)

Wir nehmen also im weiteren an, dass alle Turing-Maschinen auf einem Alphabet {0,1,B} mit
¥ ={0,1} arbeiten. Wir wollen nun die zu simulierende Turing-Maschine selbst kodieren. Wir wahlen
hierfur das Alphabet

(c.0LL,R} (21.20)
Dabei ist
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e cein Trennzeichen fur verschiedene Blocke unserer Codierung
e 1 verwenden wir zur Darstellung der Zustande

e Overwenden wir, wenn § an einer Stelle nicht definiert ist

¢ L, Rsind die Kopfbewegungen

Wir verwenden folgendes Schema:

ccc ‘ c . c . cc . c . c . cc ‘ ccc
1)  Block fr 2 ,00 2 ,00 3 ,B* 1) ,0¢0 1) ,1* 3 1)
Eingabe , B*

Dabei gilt folgendes:

1. ccc bezeichnet die Randmarkierung

2. ¢ bezeichnet die Eingabesymbolblockmarkierung
3. cc bezeichnet die Zustandsblockmarkierung

Jeder Zustand erhdlt einen Zustandsblock. In jedem Zustandsblock gibt esje einen
Eingabesymbolblock fir die drei moglichen Eingabesymbole B, O, 1. Ein Eingabesymbolblock sieht
beispielhaft so aus:

cllllL1c

Dies bedeutet, dassin den Zustand 3 (111) gegangen, der Kopf nach links bewegt und an die aktuelle
Position eine 1 geschrieben werden soll.

Beispidl:
Wir wollen die Kodierung folgender Ubergangstabelle haben:

gl g0R

B 0slL
00 oslL
01 1R
B g0R
a0 0g0R
01 0slL

Nach dem obigen Schema lautet die Kodierung:

ccc 0cOcllRO cc 111L1c111L1c11R1 cc 1111R0c1111ROc111L1 cc  0cOcO ccc
Qv 02 03 (o77

21.2.6 Arbeitsweise der universellen Turing-Maschine

Bel der Arbeit benutzt die virtuelle Turing-Maschine zwei zusétzliche Symbole my, m; zur
Markierung. Dabei markiert m; den aktuellen Zustandsblock auf dem Eingabeband (auf dem ,,cc*) und
m, das aktuelle Eingabezeichen.
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Das Band sieht zu Beginn wie folgt aus (mit Markierung von my, my):

my my

ccc ... ccc  Kod(x)

Die Vorgehensweise ist nun die folgende:

1. U sucht m2 und merkt sich das dort gefundene Symbol, z. B. A € {B,0,1}

2. U sucht im aktuellen Zustandsblock (Merker: m1) die zugehtrige Anweisung fir A
3. U merkt sich, wodurch A zu ersetzen ist und ob nach rechts oder links gegangen wird
4

U versetzt m1 an den Anfang des Zustandsblocks, der al's Nachfolgezustand angegeben wird
(Subroutine)

5. U geht zu m2, andert A und versetzt m2 nach links oder nach rechts
6. Gehenachl

Diese Vorgehenswei se kann natiirlich auch formalisiert werden.
Insgesamt folgt aber

U hélt auf Kod(M,x) <> M halt auf x

. . (21.21)
U akzeptiert (M,Xx) < M akzeptiert x

In diesem Ablauf haben wir die akzeptierenden Zustdnde von M nicht betrachtet. Man kann sich aber
leicht vorstellen, dass jede Turingmaschine mit mehreren akzeptierenden Zustanden in eine
aquivalente Turingmaschine mit nur einem akzeptierenden Zustand umgewandelt werden kann (indem
man einfach einen neuen Zustand einfuhrt und alle akzeptierenden Zustdnde auf diesen verweist).
Dann kann die universelle Turingmaschine durch eine geeignete Erweiterung der Kodierung von M
leicht feststellen, ob diese in einem akzeptierenden Zustand ist.

21.2.7 Halteproblem fur Turing-Maschinen

Wir formulieren das Halteproblem:

Gibt es einen Algorithmus (Turing-Maschine), der fir beliebige Paare (M, x), wobei M eine Turing-
Maschine und x ein Wort sei, entscheidet, ob M auf x halt?

Wir kodieren wieder, diesmal jedoch alle Turing-Maschinen in einem endlichen Alphabet und alle
Eingabewertein {0,1} . In beiden Kodierungen existiert eine lineare (lexikographische Ordnung).

Wir beweisen zunéchst einen Hilfssatz:

Lemma:

Sl L =={x|x &T(M,)} dieSprache der Worter mit der Nummer i, die nicht von der i-ten Turing-

Maschine akzeptiert werden. Zu dieser Sprache existiert keine Turingmaschine mit T(M) = L.

Beweis:

Angenommen, es gabe eine solche Turingmaschine M mit L, = T(M). Daraus folgt automatisch
3:M=M,AL=T(M)) (21.22)

(weil M jaselbst eine Turingmaschine ist und sie daher eine Nummer j besitzen muss). Dann aber gilt
xelL=xeT(M)=x¢gl, 2123

xeL=xeT(M)=xel,

Beide Félle sind Widerspriiche, so dass die Annahme falsch gewesen sein muss.
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Satz (Halteproblem):

Es gibt keinen Algorithmus (Turing-Maschine), der fir ein beliebiges Paar (M ,x), wobel M eine
Turing-Maschine und x ein Wort sei, entscheidet, ob M auf x halt.

Beweis:
Wir nehmen an, dass ein solcher Algorithmus A existiert:

{0@ M halt nicht auf x

A(M =
(M. ) 1< M hélt auf x

(21.24)
Wir behaupten, dass L, :={x |x T (M, )} von einer Turing-Maschine akzeptierbar ist. U sei die
universelle Turing-Maschine.

Wir konstruieren jetzt eine Turing-Maschine M:

1. Eingabeist x

2. Durch sukzessives Iterieren der Worte X1,X»,...,Xn bestimmen wir dasi mit x; = x. (Wir bestimmen
also die Nummer des Wortes x)

3. Durch sukzessives Iterieren erzeugen wir Uber dem Kodierungsal phabet die Turing-Maschine M;.
4. Jetzt wenden wir A (M;,x) an.

5. Wenn A (M;,x)) =0 = M akzeptiert x;.

6. Wenn A (M;,x) =1 = M akzeptiert nicht x;

7. Mi akzeptiert nicht x;, = M akzeptiert x;

Darausfolgt: T(M )= {)g |% T (M, )} . Dasist aber ein Widerspruch zum obigen Lemma. Damit
folgt ein Widerspruch zur Annahme und die gewiinschte Turing-Maschine kann nicht existieren.
21.2.8 Rekursive Mengen

Definition (rekursive Menge):

Eine Menge S heif}t , rekursiv* < Es existiert eine Turing-Maschine M, die auf allen Eingaben aus ¥
halt, mit S=T(M). Wichtig ist hierbei die Aussage ,,auf allen Eingaben*. Bildlich kann man sich die
Definition wie in Abbildung 40 vorstellen.

Defintion (rekursiv aufzéhlbar):

Eine Menge heifdt , rekursiv aufzéhlbar” <> Es existiert eine Turing-Maschine M mit S=T(M).
Diese Situation ist in Abbildung 41 dargestellt.

Satz:

EineMenge L c X" istrekursiv < L =3" — L ist rekursiv.

el ""“‘m\ ___nicht akzeptieren
!(/ e & \
/ ;/ ;\ \
: ,: S [ an halten
| b / z1l/
R Y
b, — R“w{

' *
‘S ___,// " akzeptieren

Abbildung 40 - Rekursive Mengen
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S —anhalten und akzeptieren

oL
S anhalten und micht akzeptieren
oder nicht anhalten

Abbildung 41 - Rekursiv aufzahlbare Mengen

Beweis:
L ist rekursiv. Daraus folgt, dass es eine Turing-Maschine M =(Q,X,T’,6,0,,B,F) gibt mit
e VxeX':M(x) hdt
o L=T(M)
Se M =(Q,%,I',6,,0,,B,F) eineneue Turingmaschine, die M simuliere. Wir haben
Q=Qu{g} mitq'eQ.
Esgelte nun
vgeQ,ael': Wenn 5(q,a) fir qe Q- F nicht definiert :5,(q,a)=¢ (21.25)
f,={q}
Die Maschine M4 hélt immer!
Weiter gilt xeT(M) < xeT(M,)=L=T(M,).
Damitist L auch rekursiv. Die umgekehrte Richtung zeigt man analog.
Satz:
Es gibt eine rekursiv aufzéhlbare Menge, deren Komplement nicht rekursiv aufzahlbar ist.
Beweis:

Essel L= {)g | eT(M )} . Weiter s&i U die modifizierte universelle Turingmaschine™. Dann gilt:

L=T(U)= L ist rekursiv aufzahlbar

21.26
L={x | &T(M,)}ist nicht rekursiv aufzahlbar! (.29

'* Modifiziert heiR3t hier: die i-te Turingmaschine muss erst wie in Abschnitt 21.2.7 beschrieben
konstruiert werden.
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