Theoretische Informatik 2

20 Vorlesung vom 20. Juni 2000

20.1 Odgens Lemma
Satz:

Sei G=(V,%,P,S) eine kontextfreie Grammatik. Dann existiert eine Konstante k >1 (welcheim
Allgemeinen recht groB ist), so dass fur alle Worter zder Sprache mit ze L(G) und |Z>k, in denen
mindestens k Positionen markiert sind, gilt:

DasWort zkann geschrieben werden, als die Zerlegung z=uvwxy mit den folgenden 4 Bedingungen:

1. w enthdlt mindestens eine markierte Position,

2. u und v enthalten beide markierte Positionen, oder aber x und y enthalten beide markierte
Positionen,

wwx enthalt hochstens k markiere Positionen

4, Esexistiert ein Nichtterminal A mit:

S%uAy:}uvAxy%...:;mvi Ax‘y:;>uvivvxiy Vi>0 (20.1)
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Abbildung 37

Das Bild zeigt, wie man sich dieses am besten vorstellen kann. Es gilt einen Weg vom Startsymbol S
aus hin zu den markierten Blé&ttern zu finden. Da nun der Weg sehr lang it, existiert eine Schliefe.
Man betrachtet dann den Teilbaum der letzten Wiederholung. Man sieht nun, dass w zumindest eine
markierte Position enthalten muss.

Beweis des Satzes:

Esgelte:
m=y #(V -X)
| = max.(nA>aeP, || =n) (20.2)
k =, Iz,m+3

Essei dann ze L(G) mit |4>k und weiterhin mindestens k Positionenin z markiert. Schlielich

sel T der Ableitungsbaum fir z mit der Lange > 2-m+ 3. Ein Knoten n heifdt Verzweigungsknoten,
wenn n mindestens zwei direkte Nachfolger hat. Ein Beispiel wére, wenn der Knoten n zwei
Nachfolger n, und n, hat, welche beide markierte Blé&tter unter ihren Nachfolgern haben.

Nun |&sst sich einWeg n,,...,n, durch den Ableitungsbaum T wie folgt konstruieren:

1. n istdieWurzd von T,
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2. betrachtet man die Nachfolger eines Knoten n . Sollte nur einer von n ’'s direkten Nachfolgern
markierte Knoten haben, so wird dieser der Nachfolger n_; .

3. Wenn n ein Verzweigungsknoten ist, dann soll n ., derjenige direkte Nachfolger sein, der die
groBte Zahl von markierten Bléttern als Nachfolger hat. Bei Gleichheit kann n,, beliebig gewahit
werden.

4. Wenn n ein Blatt ist, endet die Konstruktion.
Nunist n,n,,...,n, der Weg.

Behauptung:

Wenn der Weg n,,n,,...,n r Verzweigungsknoten enthélt, dann hat n, >1*™*" markierte Blétter.
Der Beweisfolgt durch Induktion. Fur i =0,r =0 gilt:

n hat > 7™ =k (20.3)

markierte Blétter. Angenommen, die Aussageist richtig fir (i —1). Wenn n kein
Verzweigungsknoten ist, dann haben n und n ., dieselbe Anzahl von markierten Bléttern. Wenn n

N 2mH3-r _ | 2m+3—(r+1

ein Verzweigungsknoten ist, dann hat n_, mindestens % ) viele markierte Blétter bei

(r +1) Verzweigungsknoten.

In n,n,,...,n, muss es mindestens 2-m+ 3 viele Verzweigungsknoten geben. Denn anderenfalls hétte
n, >1?™7 > 1.(r < 2m+ 3) viele markierte Blétter. Das wére jedoch ein Widerspruch, denn n_ ist
ein Blatt, und somit kein Verzweigungsknoten. Esgiltaso p>2-m+ 3.

Seiennun by,...,b,, ; dieletzten (2m+3) Verzweigungsknoten. b heifdt , linker
Verzweigungsknoten”, wenn ein linker direkter Nachfolger von by, der nicht auf dem Weg liegt, ein
markiertes Blatt links von n enthalt. Analog dazu ist b der , rechte Verzweigungsknoten®, wenn ein
rechter direkter Nachfolger von by, der nicht auf dem Weg liegt, ein markiertes Blatt rechts von

n, enthalt.

Ohne Beschrénkung der Allgemeinheit gilt: Es gibt mindestens (m+2) vielelinke
Verzweigungsknoten. Seien nun |,,...,I..., dieletzten linken Verzweigungsknotenin b,,...,b,,..,-
Unter I,,...,1,,, gibt esdann zwei Knoten |, und I, mit der selben Bezeichnung, da #(V —X)=m.
Fur den Fall, dass f echt kleiner as g ist, sieht dies wie auf dem folgenden Bild aus:

Abbildung 38
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Man kannnun I, =1, = A nennen. Es ergibt sich dann:
S=uAy (20.4)
A= VAX (20.5)
A=w (20.6)

Und damit gilt dann:
S= uAy:+> uvAxy:+> uv AX y:+> wwxy Vi>0 (20.7)

Danun |, einlinker Verzweigungsknoten ist, hat u mindestens ein markiertes Blatt. Des weiteren ist
I, einlinker Verzweigungsknoten und damit hat v mindestens ein markiertes Blatt. w enthélt als

markiertes Blatt n,.

Es gilt auch, dass b, der (2m+ 3) -te Verzweigungsknoten vom ende ist. Somit hat b, héchstens
1?3 =k viele markierte Blatter. Da |, ein Nachfolger von by ist, hat vwwx hochstens k markierte
Blétter.

Analog zu dem eben vorgefihrten Beweis fr linke Verzweigungsknoten, 1auft auch der Fall fur
m+ 2 rechte Verzweigungsknoten. Hier enthalten dann xund y jeweils mindestens ein markiertes

Blatt.
Korollar: (Pumping Lemma nach Bar-Hillel, Perles, Shamir)

Sei L eine kontextfreie Sprache. Dann existiert eine Konstante k in der Art, dass, wenn |z| >k und
ze L igt, dann gilt:

Esexistiert fir zeine Zerlegung in z=uwwxy mit u,v,w,x,yeX und:
VX # &
|wvx|s k (20.8)
Vi>0: wwx'yel

Zum Beweis dieses Korollars, wahlt man eine beliebige kontextfreie Grammatik G fur L und
markiert alle Positionenin z

20.1.1 Beispiele fur Kontextfreiheit und Nichtkontextfreiheit
Behauptung:

Die Sprache L= {a”b”c” |n 21} ist nicht kontextfrei.

Bewels:

Angenommen die Sprache L wére kontextfrei. Es sei dann k die Konstante des Pumping Lemmeas.
Und esgilt:

_ Kk ~k
z=, ab‘c (20.9)
zel
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Es existiert dann eine Zerlegung fur z mit:

Ju,V,W, X, Y Z = UwWXy

v <k (20.10)
= VWX e ab
VVWX e bc

Essoll hier nur der Fall wxe a'b’ betrachtet werden. Dafir gilt:

Ve a* U b* (20.11)
xea ub
Nun gibt esdrel Félle zu beachten:

1. wxea = vxea' diesstellt aber einen Widerspruch dar, denn die Anzahl der a s wiirde schneller
wachsen.

2. vxeb = vxeb’ und wieder haben wir einen Widerspruch, da hie die b's zu schnell wachsen,
schliefdlich bleibt noch

3. vea,xebh = vea AX€b+ auch in diesem Fall bekommt man einen Widerspruch, denn

oder vea Axeb
die c’'sbleiben auf der Strecke.

Behauptung:

Die Sprache L = {a‘bjc‘dj li>1, ] 21} ist nicht kontextfrei.

Bewels:

Angenommen, die Sprache L wére kontextfrei. Es sei nun n die Konstante des Pumping Lemmeas.
Dann gibt es eine Zerlegung von z=a"b"c"d" in z=uwxy mit u,v,w,x,ye " und |vwx| <n.
Wie man sieht, gilt:

1. vx enthdlt htchstens zwel verschiedene Symbole,

2. Fals vx zwei verschiedene Symbole enthélt, miissen diese , benachbart” sein. Dann erh@t man
durch ,, pumpen*:

#a's > #c's
#b's > #d's
und dies stellt einen Widerspruch dar
#c's > #a's
#d's > #b's

Man erhdlt also jedes Mal einen Widerspruch, da es nicht zu schaffen ist eine gleiche Anzahl von a's
und c’'soder b’'sund d’s zu erreichen.

Behauptung:
Die Sprache L ={ab'c"|i = j, j = k,k =i} ist nicht kontextfrei,
Bewels:

Angenommen die Sprache L wére kontextfrei. Sei nun n die Odgens Konstante. Dann gibt esfir ein
Wort z=a"b™"c™*" der Sprache L eine Zerlegung z=uwwxy . Es seien nun alle a's markiert.
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1. uund v enthatenas.
Dann gilt: vea’ und damit gilt v=a' fir i <n. Esgibt dann die folgenden 3 Falle:
xea vxeb vxec
e xea

Dann gilt: x=a' und somit vx=a""! mit (i + j)<n. Dann sollte das Wort:

l+£ 1+£ n+(i+])- _n!. ' .
uv “lwx "ly=a (hpreniem2nt i der Sprache sein, dies kann jedoch nicht sein, da die
Anzahl der @ sgleich der Anzahl der b's.
o xeb
. 1+2-— l+2~i! n+i»2n_7! .
Dannist x=b' mit j >0 und somit miisstedasWort: uv  'wx ' =a b'¢c™*" inder

Sprache sein. Jedoch fuhrt auch dies zu einem Widerspruch, da die Anzahl der & s gleich der
Anzahl der ¢’sist. Bleibt noch ein Fall zu behandeln.

o XxecC

hierist x=c!fur j>0. Dann miisste das Wort: W W +T.y —a" T in der Sprache
sein. Jedoch ist hier die Anzahl der &' s so gro3 wie die Anzahl der b’'s, was einen Widerspruch
darstellt.

2. Der Fal, dass xund y beide & s enthalten, funktioniert analog zum 1. Fall. Somit soll es hier
nicht wiederholt werden.

Behauptung:
Die Sprache L ={a'b/c*|i = j v j =k} ist eine kontextfreie Sprache, die inharent mehrdeutig ist.

Beweis:

Zuerst soll noch mal wiederholt werden, was inhdrent mehrdeutig bedeutet. Dies bedeutet, dass egal
welche Ableitung gewahlt wird, immer 2 mogliche Wege existieren.

Um dies zu zeigen, geniigt es eine kontextfreie Grammatik aufzustellen, welche mehrdeutig ist. Eine
solche kontextfreie Grammatik ist:

S— AB|DC

A—aAle

B —bBc|e (20.12)

C—ocCle

D —aDb|e
Diese Grammatik ist mehrdeutig, wie man schnell an folgendem Beispiel erkennt:

S= AB = aAB = aaAB = aaB = aabBc = aabbBcc = a’b’c? (20.13)
eine andere Ableitung fur dieses Wort ist:

S= DC = aDbC = aaDbbC = a’h’°C = a’h°cC = a’b’*c’C = a’b’c’ (20.14)

wir behaupten, dass jede kontextfreie Grammatik fir L mehrdeutig sein muss. Sei G eine beliebige
Grammatik, die L erzeugt. Sei weiterhin k die Konstante des Odgens Lemma. Es sei hun ohne

Einschrankung k > 3. Sei z=a“b*c*"™*'. Nun seien alle a smarkiert und ze< L . Nach Odgens Lemma
gibt esdann firr zeine Zerlegung z=uwwxy fir u,v,w,x,y e X" . Dann gilt:

1. w enthadlt mindestensein a
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2. wea

3. xea ub uc . Hierbei gilt, dass x mit Sicherheit nicht zwei verschiedene Symbole enthalten
kann, denn sonst wirde durch das Pumpen ,,gemischte Folgen erzeugt werden.

4. wwx enthdlt hochstens k vielea's.
Nun sind die folgenden Félle zu betrachten: xe @' v xeb' v xec':
1. xea

Dann gilt: vxe a und damit v=a' fir 0<i <k und man erhalt Worter: uv’wx’y = a“"'b*c**

die auch aus der Sprache stammen miissten. Jedoch stellt dieses einen Widerspruch dar, da weder
die Anzahl von @ sund b’'s, noch die Anzahl der b’sund c’'sgleich ist.

2. xec

Esistdann v=a' mit O<i<k undesgilt x=c' fur j>0. Damit bekommt man Worter:
uv’wx’y = a“'b*c***! | die auch in der Sprache sein miissen. Doch wie schon bei @) bekommt
man einen Widerspruch.

3. xeb
Esgilt: v=a' fir 0<i<k undweiterhin x="b’ fir j>0. Damit bekommt man die folgenden
Woérter: uv?wx’y = a“"'b**1c“** | die Element der Sprache sein miissen. Es gilt also zwei weitere
Félle zu unterscheiden zum einenden Fall i = j und zum anderen (j =k!A j #i):
o (j=kinj=i)

Damit wiirden Wérter: uvwx®y = a“?b*#c*** diese miissten in der Sprache sein, jedoch ist
dies ein Widerspruch.

] | = J
Es gilt damit: S:+>uAy:+>uv’“Axmy:+>uv’“vvxmy. Fur m= k%+1 gilt dann:

UVm\Nme — ak+k!bk+klck+k! (2015)

Eine &hnliche Argumentation liefert dann fiir den umgekehrten Fall: a“*'b“c*. Fir u',v,w', x"y'e 2’
mit a“Mb*c* =u'v'w'x'y" und mit v'e b’ . Schliefllich kommt man zu der Ableitung:

Séu‘By'éu'(v‘)m' B(x)" y'éu'(v‘)m' w(x)" y'=akpkeig (20.16)
Behauptung:
Diese beiden Ableitungen reprasentieren verschiedene Ableitungsbaume.
Bewels:
Angenommen, diese beiden Ableitungen beschreiben denselben Ableitungsbaum.
A erzeuge @ sund b'swéhrend, B b'sund c’'s erzeugt. Somitist A kein Nachfolger von B und Bist
kein Nachfolger von A. Betrachtet man nun die Ableitung:

S:+>t1AtZBt3 mit t,,t,,t;e X

Nun mussfir adle i, j gelten:

v wxt, (v) wi(x) t, e L
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Nunist i = j hinreichend grof3 zu wahlen.
Esgilt V=[x und |v|=|x|. Damitistalso vea’,xeb" Av'eb’,x'ec". Somit erhdlt man also
Z’el mit #,(2')>#,(2)~#,(2')>#.(Z') . Diesist jedoch ein Widerspruch, dawir entweder eine

gleiche Anzahl von a s und b’swollten, oder aber eine gleiche Anzahl von b'sund c's. Somit kénnen
die beiden Ableitungen nicht den selben Ableitungsbaum beschrieben haben.
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21 Vorlesung vom 27. Juni 2000

21.1 Deterministische PDA

Wir betrachten nun eine Sprachklasse, die echt zwischen den reguléaren Mengen und den kontextfreien
Sprachen liegen: die deterministischen kontextfreien Sprachen (DCFL). Diese sind interessant, da es
sich herausstellt, dass die Syntax vieler Programmiersprachen mittels DCFL s beschrieben werden
kann.

Definition:
Se M =(Q,x,T,6,0,,Z,,F)ein PDA. M heif} dann deterministisch (DPDA): <
1L.vqeQaeZu{s},Acl:|5(g.a,A)<1

(21.1)
2.6(9,6,A)»P=>VvVaer:6(qaA)=0

T(M )::(X|XGZ* /\(qO,X,Zo)i;( f.e,a),feF,a eF*j (21.2)

Regel 1 verhindert WahImdglichkeiten fiir dieselbe Eingabe. Regel 2 verhindert die Wahl zwischen
der Benutzung eines Eingabesymbols und einer e-Bewegung.

Definition:
Eine Sprache heif3t deterministisch kontextfrel (dkfS): < Esexistiert ein DPDA mit L = T(M).
21.1.1 Beispiele

e Die Sprache {a"bn [n 21} ist deterministisch.

«  DieSprache {wow® |we {a,b} | ist deterministisch.

« DieSprache {a'b" [n>1 u{a"b™ |n>1{ ist nicht deterministisch.

Beim letzten Beispiel musste der Automat raten, ob fir ein anun ein oder zwel b vorliegen miissen.
Dagegen gilt:

o d{a%"[n>1ud,{a® [n>1} ist deterministisch, falls gilt dy # d.

o {a"dp"|n=1} U{a'd,b* [n>1} ist deterministisch, falls gilt dy # d,. Dabei wird so vorgegangen:

zunéchst werden fur jedes azwei Symbole auf den Keller gelegt. Wenn d; gelesen wird, so wird je
ein Symbol wieder vom Keller gel 6scht, ansonsten wird mit den je zweiten weitergearbeitet.

o {a'"[n>1d,u{a"v™ |n>1fd, ist nicht deterministisch,

21.1.2 kfS und dkfS

Satz:

Sei L eine kontextfreie Sprache (kfS). Dann gibt es eine deterministische kontextfreie Sprache L
(dkfS) und einen Homomorphismus h mit h(L*) = L.

Beweis:

Sei L kontextfrei. Daraus folgt, dass es einen PDA M =(Q,%,T", 8,0, Z,, F ) geben muss mit
L = T(M).
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Essel

m:=max{n|(q'a)e5(a,a,A),ja|=n} (21.3)
Also ist m die maximale Lange von Symbolen, die auf den Keller gestellt werden. Es sei weiter

T =ExQxI*" (21.4)
mit 0" =" T
Wir definieren nun den deterministischen PDA M* wiefolgt:

=(Q,2\I,6",65,Z,,F) (21.5)

mit

§'(afad.a],A)={(d.2)I(d.a)es(a.aA) (21.6)

Wir miissen durch Induktion den Determinismus zeigen:

(d[a-a,.2]) (0,8, 8a)

B (f.e7)
o (21.7)
CHER A 1.20)=>(a, [ 20,00 [a, f])
( &7)

aha

Abbildung 39 - Beispiel zum Beweis

In Abbildung 39 sieht man das Prinzip des Beweises. Oben sieht man einen nichtdeterministischen
Kellerautomaten (da bei der gleichen Eingabe in zwei verschiedene Zustande p, r gewechselt werden
kann).
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Im unteren Teil der Abbildung sieht man nun den deterministischen Automaten mit den neuen
Eingabesymbolen [a,a.,p] und [a,B,r]. Eswird aso eine Alphabetvergrof3erung vorgenommen. Um
diese Zeichen wieder auf die alten Zeichen zuriickzumappen wird der folgende Homomorphismus
definiert:

h:2' > 2 mith([aq,a])=a (21.8)
Somit gilt h(T(M'))=T(M)=L.
21.2 Turing-Maschinen und Entscheidbarkeit

21.2.1 Problem, Algorithmus, Entscheidbarkeit
Definition (Problem):
Ein Problem P istein Paar P=(V, 7) mit

1.V ist die Menge der Objekte

21.9
2. y ist ein Prédikat y :V —{0,1} (21.9)

y ist also letztendlich die Beschreibung des Problems, das wir 16sen wollen.
Definition (Algorithmus):

Ein Algorithmus A fir ein Problem P=(V, 7} ist eine endliche Menge von Instruktionen, die fir alle
xeV hat mit

A(X)= x(x) VxeV (21.10)
Definition (Entscheidbarkeit):
Ein Problem P=(V, ) heif}t entscheidbar : < 3 ein Algorithmus A fur (V, p)
Beispiel 1
Das Problem P=(V, p) mit

V= {(G x) | G eine regulére Grammetik, x ein Wort}

p:v—>{01}

(21.12)
p(G,x)=1< xeL(G)
p(G,x)=0< xgL(G)
Beispiel 2
Das Problem (Leerheitsproblem) P=(V, p) mit
V ={G|G eine regulare Grammatik}
Y 0,1
piv—> {0 (21.12)

p(G,x)=1<L(G)=0
P(G,x)=0<L(G)=0
21.2.2 Modelle fur Algorithmen

Es gibt unter anderem die folgenden beiden Maodelle fir Algorithmen:
e Turing Maschinen (Alan Turing)
e Rekursive Funktionen (Kurt Godel)
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Diese beiden Ansétze sind jedoch aquivalent.
21.2.3 Churchsche These

Ende endliche Menge A von Instruktionen ist ein Algorithmus genau dann, wenn eine Turing-
Maschine m existiert mit:

1. m(x) halt fur ale x

21.13
2.m(x) erreicht einen Endzustand <> A(x)=1. ( )

21.2.4 Turing-Maschine
Definition (Turing-M aschine):
Eine Turing-Maschine M ist ein 7-Tupel M =(Q,%,T,6,0,,B,F) mit

1. Qist eine endliche Menge von Zustdnden

2. T ist eine endliche Menge von Symbolen (Bandalphabet)

3. B eI ist das"Blank"-Symbol

4.3 ist das Eingabeaphabet mitX cT',B¢ X (21.149)

5. q, ist der Anfangszustand

6. Fist die Menge der akzeptierenden Zusténde

7. 5:QxT - Qx(I' - {B})x{L,R}
Dabei ist zu beachten, dass{L, R} die Bewegungen des Schreib-/Lesekopfes darstellen sollen. 5 istin
der Regel partiell, d. h. nicht Uberall definiert.

Eine Turingmaschine kann man sich also vorstellen al's eine Maschine, die auf einem (Eingabe)band
operiert. Sie kann dabel ein Zeichen lesen und abhangig von diesem und dem momentanen Zustand, in
dem sie sich befindet, ein neues Zeichen an die Stelle des Gelesenen schreiben, in einen neuen
Zustand wechseln und den Schreib-/Lesekopf nach recht oder links um eine Stelle bewegen.

Definition (Konfiguration):
Se M :(Q,Z,F,§,qO,B, F) eine Turing-Maschine. Eine Konfiguration von M wird wie folgt
bezeichnet:

0, (21.15)

Dabel gilt oy, e T, s0 dass o, das am weitesten links stehende Nicht-Blank-Symbol und a,, das am

weitesten rechts stehende Nicht-Blank-Symbol enthélt. g ist der gegenwértige Zustand der Maschine
und kennzeichnet auch die Position des Schreib-/L esekopfes.

Wir kdnnen die Bewegung einer Turing-Maschine wie folgt formal beschreiben. Zunéchst die
Linksbewegung:

X, Xy X 40X, X, 5 X Xy X, pX YL X

21.16
= 8(a%)=(pY.L) (2119

Hierbel wird vom Zustand q aus das aktuelle Zeichen (X;) ersetzt durch Y, in den Zustand p verzweigt
und der Kopf eine Stelle nach links bewegt.

Analog die Rechtsbewegung:
X Xy X 0% X B XX X YPX
<6(a,X)=(p.Y,R)

i1 Xn
(21.17)

Wir bezeichnen mit — und — die Ublichen Erweiterungen.
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Esist
T(M)={WlweS" A(gw)s (e far,). f e F} (21.18)
die Menge der von M akzeptierten Eingabeworter.
Wir vereinbaren, dass M in einem akzeptierenden Zustand f e F stets anhélt.
Beispiel
Wir betrachten eine Turing-Maschine fiir die Sprache L ={0"1"|n>1{ .
Essind M =(Q,%,I',6,0,,B,F),Q={0,,¢.....0},£={01},[ ={01,B,X,Y},F ={q} .

Die Ubergangsfunktion & geben wir in folgender Tabelle an:

00 g XR erste0vonlinksdurch X ersetzen

00  q:OR  zur ersten 1 nach rechts gehen
Y YR durchY ersetzen
hl YL

02Y YL nachlinksdieerste O suchen
X gXR falskeine mehr da: in gs; gehen

q20 q40|_
a0 gL nach links das erste X suchen
QX  QXR

gsY asYR  keine Nullen mehr da—=
0B osYR  prifen, ob auch keine Einsen mehr da sind.

Fallsja in akzeptierenden Zustand gehen!

21.2.5 Universelle Turingmaschine

Wir wollen nun eine Turing-Maschine bauen, die andere Turingmaschinen simulieren kann —und
zwar auf jedes Eingabewort hin. Wir wollen also eine Turing-Maschine U mit folgender Eigenschaft:

e M sai eine beliebige Turingmaschine
e X sei ein beliebiges Eingabewort
e Dann fihrt U bei Eingabe von (M,x) die Simulation von M auf x durch.

Jetzt ist aber die Frage, wie die Eingabe (M,x) aussehen soll. Hierfiir missen wir eine Kodierung auf
dem Band vornehmen.

Wir stellen zunéchst folgendes fest:
Zu jedem Alphabet T - { B} gibt es eine Kodierungin {0,1} ", so dass gilt
Kod (M) akzeptiert Kod (x) <> M akzeptiert x (21.19)

Wir nehmen also im weiteren an, dass alle Turing-Maschinen auf einem Alphabet {0,1,B} mit
¥ ={0,1} arbeiten. Wir wollen nun die zu simulierende Turing-Maschine selbst kodieren. Wir wahlen
hierfur das Alphabet

(c.0LL,R} (21.20)
Dabei ist
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e cein Trennzeichen fur verschiedene Blocke unserer Codierung
e 1 verwenden wir zur Darstellung der Zustande

e Overwenden wir, wenn § an einer Stelle nicht definiert ist

¢ L, Rsind die Kopfbewegungen

Wir verwenden folgendes Schema:

ccc ‘ c . c . cc . c . c . cc ‘ ccc
1)  Block fr 2 ,00 2 ,00 3 ,B* 1) ,0¢0 1) ,1* 3 1)
Eingabe , B*

Dabei gilt folgendes:

1. ccc bezeichnet die Randmarkierung

2. ¢ bezeichnet die Eingabesymbolblockmarkierung
3. cc bezeichnet die Zustandsblockmarkierung

Jeder Zustand erhdlt einen Zustandsblock. In jedem Zustandsblock gibt esje einen
Eingabesymbolblock fir die drei moglichen Eingabesymbole B, O, 1. Ein Eingabesymbolblock sieht
beispielhaft so aus:

cllllL1c

Dies bedeutet, dassin den Zustand 3 (111) gegangen, der Kopf nach links bewegt und an die aktuelle
Position eine 1 geschrieben werden soll.

Beispidl:
Wir wollen die Kodierung folgender Ubergangstabelle haben:

gl g0R

B 0slL
00 oslL
01 1R
B g0R
a0 0g0R
01 0slL

Nach dem obigen Schema lautet die Kodierung:

ccc 0cOcllRO cc 111L1c111L1c11R1 cc 1111R0c1111ROc111L1 cc  0cOcO ccc
Qv 02 03 (o77

21.2.6 Arbeitsweise der universellen Turing-Maschine

Bel der Arbeit benutzt die virtuelle Turing-Maschine zwei zusétzliche Symbole my, m; zur
Markierung. Dabei markiert m; den aktuellen Zustandsblock auf dem Eingabeband (auf dem ,,cc*) und
m, das aktuelle Eingabezeichen.
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Das Band sieht zu Beginn wie folgt aus (mit Markierung von my, my):

my my

ccc ... ccc  Kod(x)

Die Vorgehensweise ist nun die folgende:

1. U sucht m2 und merkt sich das dort gefundene Symbol, z. B. A € {B,0,1}

2. U sucht im aktuellen Zustandsblock (Merker: m1) die zugehtrige Anweisung fir A
3. U merkt sich, wodurch A zu ersetzen ist und ob nach rechts oder links gegangen wird
4

U versetzt m1 an den Anfang des Zustandsblocks, der al's Nachfolgezustand angegeben wird
(Subroutine)

5. U geht zu m2, andert A und versetzt m2 nach links oder nach rechts
6. Gehenachl

Diese Vorgehenswei se kann natiirlich auch formalisiert werden.
Insgesamt folgt aber

U hélt auf Kod(M,x) <> M halt auf x

. . (21.21)
U akzeptiert (M,Xx) < M akzeptiert x

In diesem Ablauf haben wir die akzeptierenden Zustdnde von M nicht betrachtet. Man kann sich aber
leicht vorstellen, dass jede Turingmaschine mit mehreren akzeptierenden Zustanden in eine
aquivalente Turingmaschine mit nur einem akzeptierenden Zustand umgewandelt werden kann (indem
man einfach einen neuen Zustand einfuhrt und alle akzeptierenden Zustdnde auf diesen verweist).
Dann kann die universelle Turingmaschine durch eine geeignete Erweiterung der Kodierung von M
leicht feststellen, ob diese in einem akzeptierenden Zustand ist.

21.2.7 Halteproblem fur Turing-Maschinen

Wir formulieren das Halteproblem:

Gibt es einen Algorithmus (Turing-Maschine), der fir beliebige Paare (M, x), wobei M eine Turing-
Maschine und x ein Wort sei, entscheidet, ob M auf x halt?

Wir kodieren wieder, diesmal jedoch alle Turing-Maschinen in einem endlichen Alphabet und alle
Eingabewertein {0,1} . In beiden Kodierungen existiert eine lineare (lexikographische Ordnung).

Wir beweisen zunéchst einen Hilfssatz:

Lemma:

Sl L =={x|x &T(M,)} dieSprache der Worter mit der Nummer i, die nicht von der i-ten Turing-

Maschine akzeptiert werden. Zu dieser Sprache existiert keine Turingmaschine mit T(M) = L.

Beweis:

Angenommen, es gabe eine solche Turingmaschine M mit L, = T(M). Daraus folgt automatisch
3:M=M,AL=T(M)) (21.22)

(weil M jaselbst eine Turingmaschine ist und sie daher eine Nummer j besitzen muss). Dann aber gilt
xelL=xeT(M)=x¢gl, 2123

xeL=xeT(M)=xel,

Beide Félle sind Widerspriiche, so dass die Annahme falsch gewesen sein muss.
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Satz (Halteproblem):

Es gibt keinen Algorithmus (Turing-Maschine), der fir ein beliebiges Paar (M ,x), wobel M eine
Turing-Maschine und x ein Wort sei, entscheidet, ob M auf x halt.

Beweis:
Wir nehmen an, dass ein solcher Algorithmus A existiert:

{0@ M halt nicht auf x

A(M =
(M. ) 1< M hélt auf x

(21.24)
Wir behaupten, dass L, :={x |x T (M, )} von einer Turing-Maschine akzeptierbar ist. U sei die
universelle Turing-Maschine.

Wir konstruieren jetzt eine Turing-Maschine M:

1. Eingabeist x

2. Durch sukzessives Iterieren der Worte X1,X»,...,Xn bestimmen wir dasi mit x; = x. (Wir bestimmen
also die Nummer des Wortes x)

3. Durch sukzessives Iterieren erzeugen wir Uber dem Kodierungsal phabet die Turing-Maschine M;.
4. Jetzt wenden wir A (M;,x) an.

5. Wenn A (M;,x)) =0 = M akzeptiert x;.

6. Wenn A (M;,x) =1 = M akzeptiert nicht x;

7. Mi akzeptiert nicht x;, = M akzeptiert x;

Darausfolgt: T(M )= {)g |% T (M, )} . Dasist aber ein Widerspruch zum obigen Lemma. Damit
folgt ein Widerspruch zur Annahme und die gewiinschte Turing-Maschine kann nicht existieren.
21.2.8 Rekursive Mengen

Definition (rekursive Menge):

Eine Menge S heif}t , rekursiv* < Es existiert eine Turing-Maschine M, die auf allen Eingaben aus ¥
halt, mit S=T(M). Wichtig ist hierbei die Aussage ,,auf allen Eingaben*. Bildlich kann man sich die
Definition wie in Abbildung 40 vorstellen.

Defintion (rekursiv aufzéhlbar):

Eine Menge heifdt , rekursiv aufzéhlbar” <> Es existiert eine Turing-Maschine M mit S=T(M).
Diese Situation ist in Abbildung 41 dargestellt.

Satz:

EineMenge L c X" istrekursiv < L =3" — L ist rekursiv.

el ""“‘m\ ___nicht akzeptieren
!(/ e & \
/ ;/ ;\ \
: ,: S [ an halten
| b / z1l/
R Y
b, — R“w{

' *
‘S ___,// " akzeptieren

Abbildung 40 - Rekursive Mengen
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S —anhalten und akzeptieren

oL
S anhalten und micht akzeptieren
oder nicht anhalten

Abbildung 41 - Rekursiv aufzahlbare Mengen

Beweis:
L ist rekursiv. Daraus folgt, dass es eine Turing-Maschine M =(Q,X,T’,6,0,,B,F) gibt mit
e VxeX':M(x) hdt
o L=T(M)
Se M =(Q,%,I',6,,0,,B,F) eineneue Turingmaschine, die M simuliere. Wir haben
Q=Qu{g} mitq'eQ.
Esgelte nun
vgeQ,ael': Wenn 5(q,a) fir qe Q- F nicht definiert :5,(q,a)=¢ (21.25)
f,={q}
Die Maschine M4 hélt immer!
Weiter gilt xeT(M) < xeT(M,)=L=T(M,).
Damitist L auch rekursiv. Die umgekehrte Richtung zeigt man analog.
Satz:
Es gibt eine rekursiv aufzéhlbare Menge, deren Komplement nicht rekursiv aufzahlbar ist.
Beweis:

Essel L= {)g | eT(M )} . Weiter s&i U die modifizierte universelle Turingmaschine™. Dann gilt:

L=T(U)= L ist rekursiv aufzahlbar

21.26
L={x | &T(M,)}ist nicht rekursiv aufzahlbar! (.29

'* Modifiziert heiR3t hier: die i-te Turingmaschine muss erst wie in Abschnitt 21.2.7 beschrieben
konstruiert werden.
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