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Nichtterminal symbole, welche in Terminalsymbole tberfilhrt werden kénnen und P ist die
Menge der Produktionen, welche Terminalsymbole produzieren.

Formal:

Iwe" mit A:*>W<:> AeV,

L= < SeV,

G=y (V,Z,P,S) mit (15.6)
V=, Vn(V,uZ)=V,us

P =y P'm(\7><\7*)

Somit haben wir nun nur noch Nichtterminal symbole, welche in Terminalsymbole Uberfuhrt
werden kénnen.

e Schritt 2: Nun gilt zu Uberpriifen welche Symbole eigentlich erreichbar sind. Dazu betrachtet man
ale Nichtterminalsymbole A, welche auf der Rechten Seite einer Produktion auftauchen. Man
definiert rekursiv die Ubernahme aller Nichtterminalsymbole A, welche Uber ein weiteres
Nichtterminalsymbol B erreichbar sind, das wiederum vom Startsymbol erreichbar ist. Auf diese
Weise bekommt man alle Symbole, welche in Terminal symbole tiberfiihrt werden kénnen und die
vom Startzustand aus erreichbar sind. Ist dann einmal Gleichheit von zwei aufainander folgenden
Mengen H, und H, , erreicht, so bleibt diese Gleichheit bestehen. Dieser Fall muss auftreten, da

der Symbolvorrat endlich ist.
Formal driickt man das so aus:

Ho =pf {S|Se\7} (15.7)
Hy =5 (AlS>aABeP.a, eV | UH, (15.8)
H,=o {AB>aABeP BeH, ,a,feV | UH,, (15.9)
IN:H =H,, = Hy=H, VK (15.10)

Ein Nichtterminalsymbol A ist also dann enthalten, wenn es erreichbar ist. Wieder gilt auch die
Umkehrung. Ist ein Element erreichbar, so ist es auch in der Menge enthalten. Schliefdlichist V
um all die Nichttermina symbole reduziert, die nicht erreichbar sind. Ebenso werden die
Produktionen aus P genommen, welche nicht verwendet werden kdnnen.

Formal:
AcH, © S=aApB,a,f eV’
V=5 Vn(H,uZ)=H, Uz (15.11)
P=y P(VxV')
15.1.2 Das Problem der Ausfiihrung der beiden Schritte

Kann nun Schritt 2 das Ergebnis von Schritt 1 kaputtmachen? Angenommen es gabe kein Wort w,
welchesvon A erzeugt wird. Dann muss aufgrund von Schritt 1 ein Symbol existieren, das Abgeleitet
werden konnte, jedoch aufgrund von Schritt 2 entfernt worden ist. Die Produktion war aso nicht
erreichbar. Formal:
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angenommen A::b w, Vw

dann gilt nach Schritt 1 : AéaBﬂ = a;/,B:;w

aufgrund von Schritt 2: {B,y} ¢ (H, U 2)*

Daaber A erreichbar ist, ist auch B und alle Nichtterminalsymbolein y erreichbar.

Die Antwort darauf ist also Nein, jedoch ergibt sich ein Problem wenn man Schritt 2 vor Schritt 1
ausfuihrt. Dieswird durch das folgende Beispiel deutlich:

Beispiel:
Fir nebenstehende Grammatik ergibt sich durch den ersten Schritt zunéchst:
V,={C,D,F
S— AD = }
S5 D Hier \_Nurden also die Nichtterminal symbole genommen, die direkt in
Terminalsymbolen enden.
A— BC
8obs  V={C.DF}U{S|={SCDF}
C—cC Nun wurde das Startsymbol aufgrund der Produktion S— D {ibernommen.
C—o>c
V,={S,C,D,F}=V,=V
D—d =t J=Va =W
F_f Die weitere Betrachtung zeigt, dass keine weiteren Nichtterminal symbole
Ubernommen werden miissen also folgt:
V ={S,C,D,F,bcd,f}
P. S»D
C—->cC _ _
c_,c Mit P wienebenstehend definiert, kann man die Grammatik G :(V,Z, P,S)
D—d aufstellen.
Fof
Fur den zweiten Schritt ergibt sich dann:
Ho :{S}
P. S—D H,={S}w{D}
D—>d H2={S’D}=H1=HN

Dabel wurde jeweils nach der Erreichbarkeit der Symbole gesehen. Zuerst wird das
Startsymbol eingeschlossen, das einzige von dort aus zu erreichende Symbol ist dann
D gewesen.

Was passiert nun, wenn man diese Reihenfolge vertauscht?
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Durch die Anwendung des zweiten Schrittes zuerst ergibt sich:

S— AD HOZ{S}

S ae Hi=(S|U{AD)

A— BC v

B s bB H, ={S,AD}u{B,C}

C-cC H,={S,AD,B,C}=H,=H,

C—oc Dabei wurde jeweils nach der Erreichbarkeit der Symbole gesehen. Zuerst wird das
D—d Startsymbol eingeschlossen, dann tbernimmt man die Symbole A,D und schliefdlich

noch B,C.

Wendet man nun den ersten Schritt an, so Ubernimmt man zuerst C,D und kommt
zu:

s»b V={CDj}
C—cC  nun nimmt man noch das Startsymbol hinzu, dagilt S— D

g:‘; V,={C,D}u{S}={S,C.D}

0l

Fur alle folgenden Iterationen gilt:

V,={S,C,D} =V, =V,

Man bekommt also ein anderes Ergebnis. Die Uberfliissigen (nicht erreichbaren) Produktionen
C — cC und C — cwurden mit ibernommen. Der Grund dafur liegt hier bei der Produktion
A— BC hier kann B nicht in ein Terminalsymbol tberfihrt werden. C hingegen kannin ein
Terminalsymbol Uberfihrt werden. Esist also wichtig die Reithenfolge einzuhalten.

Wie kann man die Grammatik nun noch weiter minimieren?
15.1.3 Zyklische Produktionen

Sei nun G eine Grammatik. Dann heit A— B e P eine zyklische Produktion. Dawir eine
kontextfreie Grammatik gegeben haben, kann man zyklische Produktionen herausschneiden. Die
Ableitungsschritte der zyklischen Produktionen missen dann jedoch simuliert werden.

Satz:

Sei L <X eine kontextfreie Sprache. Dann gibt es eine kontextfreie Grammatik G mit:
1 L=L(G)
2. VABeV-X:A—>BgP
Bewels:
Se G'=(V'Z,P',S) einekontextfreie Grammatik mit L(G')=L. Dann gilt fir alle AeV - X:
Vv,” ={B|A—>BeP
v, :vA‘“‘1> U {c‘ B>CcPAB evA(”‘”} (15.12)

ANV, =y, M A k> 00v, N =y, (M0
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Als neue Produktionen gelten also die , alten” Produktionsregeln, ohne zyklische Produktionen, jedoch
erweitert um die Produktionen, die durch den Zyklus erreicht werden kénnten.

Py [P-{A>BJA>BeP}]U{A>alrev-sABeV,"] (15.13)

Offensichtlichistnun L=L(G")=L(G) firG={V',P,S}.

Beispidl:
S— AB vV =g P: S—>AB
A—-C VE(N)=® D—»DD
B—->D . C-c
VA()z{C}
C—oc D—d
2 N
D - DD V.7 ={c}=v," Ef
D—d v,¥ ={D} A-c
D—>E VB(Z) :{D1 E} :VB(N) B—d
E—f B— DD
v.O_El=y M
P { } P B f
D f

15.1.4 Zusammenfassung
Eine kontextfreie Grammatik G =(V, X, P,S) heif} reduziert, genau dann wenn:

1. P hat keine Produktionen vom Typ A— B mit A, BeV —X . Esgibt also keine zyklischen
Produktionen.

2. Esgibt keine &-Produktionen. Das Startsymbol kann nur dann gleich & sein, wenn esin der
Spracheist.

e S taucht auf keiner rechten Seite auf,
* AlleSymbole Ae(V —X)—{S} konnen keine Produktionen A— & haben.
e S»ecePeoeel(G)

3. Jedes Nichtterminalsymbol ist brauchbar. G hat keine tberfllissigen Symbole und Produktionen
d.h.:

e VAeV-ZaweX :A=w

e VAda:a,feV’ :S;aAﬂ
Satz:
Sei L kontextfrei. Dann existiert eine reduzierte kontextfreie Grammatik G =(V, X, P, S) mit
L=L(G).
Beweis:
Sei L kontextfrei. Dann existiert eine kontextfreie Grammatik G'mit L=L(G"):

a Man madifiziere G', um Eigenschaft 2) zu erhalten, und erhédlt G,,
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b) Man modifiziere G, zu G, mit Eigenschaft 1)
¢) Man modifiziert schlielich G, zu G mit Eigenschaft 3)

G ist dann reduziert und es gilt weiterhin L=L(G).

Bemerkung:

Esist jedoch darauf zu achten die Reihenfolge zu beachten. Wie wir schon an dem Beispiel gesehen
haben, kann die Ausfiihrung in anderer Reihenfolge das Ergebnis verandern. Insbesondere bedeutet
das fir den letzten Beweis:

a) man mussA) vor B) ausfiihren, da A) Produktionen vom Typ A— B mit A, BeV —X einfiihren
kann.

b) B) zerstort nicht die Eigenschaft 2)
¢) C) zerstort nicht die Eigenschaften 1) und 2)
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16 Vorlesung vom 6. Juni 2000

16.1 Chomsky-Normalform
Satz (Chomsky-Normalform):

Se G= (V,Z, P, S) eine reduzierte kontextfreie Grammatik. Dann existiert eine reduzierte
kontextfreie Grammatik G'=(V',Z,P',S) mit

1 L(G)=L(G") (16.1)
2. P enthdt nur Produktionen vom Typ

A— BC mit ABCeV-X

A—a mit AeV -Z,aeX (16.2)

S—oe¢ o ¢cel(G)

Diese reduzierte Form, die nur noch einen bindren Ableitungsbaum erlaubt, heif3t auch ,, Chomsky-
Normalform?.

Beweis
Sei G=(V,X,P,S) reduziert. Man konstruiert G' in mehreren Schritten. Ziel ist es, alle Produktionen,

die auf der rechten Seite mehr als zwei Nichtterminale oder mehr als ein Terminal bzw. das |eere Wort
stehen haben, umzubauen. Hierzu bauen wir neue Produktionsregeln aus den alten (P) auf:

R:={A>alA>acP| (16.3)

diese Menge nimmt also alle digjenigen Regeln aus P auf, die gemél unserer Bedingung 2) ohnehinin
P* enthalten sein dirften. Wir definieren nun einen Homomorphismus h(), einerseits die Terminale auf
neue Nichtterminale (in eckigen Klammern geschrieben) abbildet und andererseits die Nichtterminale

ohne Anderung ubertragt:

h(a):=[a VaeX
( ) [ ] ) (16.4)
h(A)=A  VAeV-%

Damit bauen wir eine neue Produktionsmenge auf, die alle Produktionen aufnimmt, die in P auf der
rechten Seite mehr als zwel symbole (Terminale bzw. Nichtterminale) enthielten. Damit haben wir
sémtliche Regeln aus P abgehandelt.

Pz::{A—> h(a)|A—>a/\|a|22} (16.5)

Wir missen jetzt P; und P, noch zusammenfassen und die neuen Nichtterminale in eckigen Klammern
zurtick auf die urspriinglichen Terminale abbilden:

R =RUP u{[a]»alaex} (16.6)
Wir erhalten nun also offensichtlich G, =(V;,%, R, S) mit L(G)=L(G;). Dabei gilt:

V;=Vu{[a]lvaez}. (16.7)
Nun haben wir in P, noch Regeln enthalten, die mehrere Nichtterminale auf der rechten Seite stehen

haben. Diese reduzieren wir nun durch Aufbldhen unserer Produktionsregelmenge, indem wir jede
Regel in mehrere aufsplitten. Dies wird durch das spétere Beispiel noch deutlicher.
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Wir ersetzen also jede Produktion aus P; mit der Form A— BB, ... B, durch

A—B(B,B,...B,)
(BB,...B,)>B(B,...B,) Vv2<i<n-2 (16.8)
<Bn—1Bn> - Bn—an
Dabei sind die (B ...B,) neue Nichtterminale, die V* hinzuzufiigen sind. Somit erhalt man
G'=(V,%,P,S) mit L(G)=L(G').
Satz:
Se G=(V,,P,S) eine kontextfreie Grammatik in Chomsky-Normalform. Dann gilt:
vn>1:(]x=n)A(xeL(G))
U (16.9)
2n-1
S=x
G

Die Anzahl der Schritte (2n-1) 183t sich aus dem folgenden Schaubild ersehen:

S
% H“an Ableitungen
\“x
-"'\.\.. ‘1
Y A n Ableitungen
J;, 1 1
a, a
= L -
Abbildung 33
Beispiel

Wir wollen die Grammatik G =({S, A},{a,b,c},P,S) mit P={S— aAbb,S— aAcb, A— ab} auf

Chomsky-Normalform bringen und wenden hierzu die aus dem obigen Satz bekannten zwei Schritte
an:

= Schritt 1 Schritt 2

S — aAbb S— [a] A[b][b] S - [a]<A[b] b]>
(Alb][b])  —A{[b][b])
([b][b]) > [b][b]

Sarh  So[aAldb] S — [a](Alc][b])

(Alclb) = A(e][b])
<
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P Schritt 1 Schritt 2

A—ab Ao Ta]b] A—>[a][b]
[a]>a [a]>a
[b] > b [b]>b
[c]>c [c]>c

Damit haben wir eine Grammatik in Chomsky-Normalform mit den in Schritt 2 bezeichneten
Produktionen und den Nichtterminalen:

v = (s, Alal] [b][c].(Alb][c]).{[ol[bl).{Alc][o]) {[c][o])} (16.10)
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17 Pushdown-Automaten

17.1 Einfuhrung

Wir kommen nun zu dem Themader ,, Pushdown-Automaten” (, Kellerautomaten® ). Wie wir spater
sehen werden, beschreiben kontextfreie Grammatiken und Pushdown-Automaten (PDA) dieselben
Sprachen.

Im Wesentlichen ist ein PDA ein endlicher Automat, der sowohl Uber ein Band al's auch tber einen
Stack (Keller) gesteuert wird. Weiter besitzt er eine endliche Kontrolle. Der Stack ist eine
Symbolfolge tiber einem Alphabet. Wir stellen uns den Keller um 90° gekippt vor, so dal? das erste
Kellersymbol (, Top*) immer das am weitesten links stehende Symbol ist.

Der Automat kann auf zwei Arten arbeiten: Entweder liest er ein Symbol der Eingabe und kann in
Abhéngigkeit des aktuellen Zustandes und des obersten Elementes des Stacks den zustand wechseln.
Das oberste Element des Stacks wird dann entfernt und eventuell durch ein neues Alphabetsymbol,
einer Symbolfolge oder durch das leere Wort ersetzt. Sodann geht der Lesekopf eine Position auf dem
Band nach rechts.

In der zweiten Arbeitsweise liest der Automat kein Symbol (eine sogenannte ,, e-Bewegung ) vom

Eingabeband (der L esekopf bewegt sich aso nicht). Genau wie oben kénnen Zustand und/oder Stack
verandert werden.

Bildlich kann man sich das ganze wie in Abbildung 34 vorstellen:

‘ ‘ ] Eingabeband

Lesekopf

Zustandsspeicher

F 3

b T T ) se

Abbildung 34

17.2 Formale Definition, Konfiguration, Akzeptierung

Definition (Pushdown-Automat)

Ein Pushdown-Automat (PDA, Kellerautomat) ist ein 7-Tupel M =(Q,%,I",8,0,,Z,, F) mit:
1. Qist eine endliche Menge von Zustéanden

2. X igt eine endliche Menge von Eingabesymbolen

3. T isteneendliche Menge von Kellersymbolen

4. q,<€Q ist der Anfangszustand

Seite 107 / 141



Theoretische Informatik 2

5. Z, eI istdas Anfangskellersymbol (also das Symbol, mit dem der Keller initialisiert wird)
6. F cQ istdie Menge der akzeptierenden Zusténde

7. 5:Qx(2u{g})xF—>{A|Ag QxT" A Aendlich}

In Punkt 7 ist die Bedingung ,,A endlich* eingefiigt, da QxI™* unendlich sein konnte (wegen der
Kleeneschen Hiille).

Wir kénnen zwei Feststellungen machen:

1. EinPDA istinder Regel nicht deterministisch. Dies ergibt sich aus der Tatsache, dal3 & eine
Funktion ist, die auf eine Menge abbildet.

2. Die Stillstandsbewegung des ,, Lesekopfs* ergibt sich aus der Funktionsverwendung ¢ (q,g, A) .

Dies bedeutet, dass das Eingabesymbol nicht gelesen wird und nur eine Zustandsveranderung
und/oder Stackveranderung vorgenommen wird.

Definition (Konfiguration)

Sei M =(Q,%,T,6,0,,Z,,F) ein PDA. Dannist ce Qx =" xI'" eine Konfiguration von M. Die
Bedeutung einer solchen Konfiguration ¢ =(q,ax, Ax) ist:

e ( augenblicklicher Zustand

e ax noch verbleibende Eingabe mit a als ndchstem Symbol, ac X, xex"

o Ax Kellerinhalt, mit A als oberstem Symbol, AeT,a eI”

Anmerkung: Eine Konfiguration kann man also al's den Gesamtzustand eines PDAs ansehen. Sie
beschreibt zu jedem Zeitpunkt genau den Zustand eines PDAS.

Definition
Sei M =(Q,%,T,6,0,,Z,,F) ein PDA. Dann definieren wir die folgenden Operationen:

(q,ax,Aa)é(q’,x,ua) & (q,u)es(a,aA) (17.2)

(g.ax, Ax) > (g ax,ua) o (q.u)es(geA) (17.2)

Seien cund ¢’ zwei beliebige Konfigurationen. Dann gilt:
crc’ [n>1
g (17.3)
1
i¢, =c¢,c,C,...,C,4,C, =C": GH—C,,V0<i<n-1

Fur alle Konfigurationen c gilt:

0

CHC (17.4)

o

c—c < Inx=0: cHdc (17.5)

Diese Definition bezieht sich also auf die Ubergange innerhalb des Automaten, die durch die
Funktion & realisiert werden und gibt uns eine einfachere Notation.

Die folgende Definition zeigt uns, dass wir drei Moglichkeiten haben, wie wir die Akzeptierung eines
Wortes definieren. Esist daher immer wichtig, zu wissen, von welcher Akzeptierungsart gesprochen
wird.
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Definition (Akzeptierungsarten)
Se M =(Q,%,T,6,0,,Z,,F) ein PDA. Dann existieren drei M&glichkeiten der Akzeptierung:

1. Akzeptierung durch akzeptierende Zustande und leeren Stack:

T(M)::{xx@z* A (GxZo)o(fLeE) A feF} (17.6)
2. Akzeptierung nur durch akzeptierende Zustande:
N(M):={XXG2* A (GxZo)o(frea) A feF,aeF*} (17.7)
3. Akzeptierung nur durch leeren Stack:
L(M):={XXGZ* A (G % Zo) o (Gee) A qu} (17.8)
Beispiel eines PDA
_az|A
| ah|AA bAle
4, —~——,
i 'I |' '|I'|
[ g ¥ q, |
1} i 15 |
\ bAle Y/,
-\.,\_\_\_\___ - * x.:\:_\-_ -.-_:-.._.'

Abbildung 35

Dieser PDA stellt die Sprache L(M)={a"0"|n>1} =T (M) dar. Dabei bedeutet aZ, | A, dass bei

L esen des Zeichens a und wenn Z, das oberste Element des Stacks ist, Zo vom Stack entfernt wird und
durch A ersetzt wird.

Wiirde man die Akzeptierung vom Typ 2) annehmen, so gdlte N(M ) ={a""[n>1,m<n}, dabei
dieser Variante bereits akzeptiert wird, wenn nur ein akzeptierender Zustand vorliegt.
In diesem Beispid realisiert der Stack also eine Art Zahler.

17.3 Aquivalenz von PDA und kontextfreier Grammatik
Satz (Aquivalenz Akzeptierungsarten):

Sel Lc X" eine Sprache. Dann sind die folgenden Aussagen gleichwertig:
1. L=T(M,) fireinen PDA M;

2. L=T(M,) firr einen PDA M,

3. L=T(M,) fur einen PDA M,

Beweis

1)=2):
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Sei L=T(M,) fur Ml:(Ql,Z,Flﬁl,qé,Z(l,,Fl).Wirdefinieren einen zweiten PDA:

M, =(Qu{p},Z.I, U{Y}.5,.0.Y.{p}) (17.9)

mit peQ,,Y ¢T,. Die Ubergangsfunktion definieren wir so:

S(weY) = {(@zY))
5,(f.eY) = {(p.e)jvieR (17.10)
5,(9,aA) = 5,(9.aA) qeF.ae(Z,ve)
Man kann verifizieren, dass gilt:
(q(l,,x,Zé)rM;l(f,g,g) o (qé,x,Y)rM%(p,g,g) (17.12)

und damit T(M,)=N(M,).

Bildlich kann man sich die Konstruktion so vorstellen, dass zu Anfang ein ,, Soppersymbol“ Y auf den
Stack gelegt wird, dann der alte Automat M; normal laufen gelassen wird. Wenn dieser ein Wort
akzeptiert, dann ist der Stack normalerweise leer. In unserem Falle wird also noch Y auf dem Stack
liegen. Wenn das der Fall ist, dann wird in den Zustand p verzweigt, der der einzige akzeptierende

Zustand ist. Aufgrund dieses Zustandes akzeptiert nun der Automat M, aufgrund von N (M 2) aleinig
wegen des Zustandes.

2)=3):
Sei L=N(M,) fur M, :(QZ,Z,FZ,éz,qg,Zj,Fz).Wirdefinieren einen neuen PDA M; wie folgt:

M, :=(Q u{p}.Z.05.5,¢.Y.2) (17.12)

mit pgQ,,Y ¢T",. Wir haben dann I', :=T", U{Y} und definieren die Ubergangsfunktion so:

s@ey) = (@)

5 (f.e,A) = {(p,g)}u§2(f,g,A) VAeTl,, feF, (17.13)
5 (p.e,A) = {( p,g)} VAeT,

5,(a.a,A) = 5,(9,a,A) sonst,vae XU {¢}

Bei der zweiten Zeile von (17.13) zeigt sich der Nichtdeterminismus. Hier steht {( p,«)} fir den Start

des L éschens des Stacks und 6, ( f,¢, A) fiir das Weiterarbeiten in der alten Maschine.

Die Funktionsweise ist die folgende: Solange wir in einem Zustand aus dem alten Automaten M, sind,
arbeiten wir im aten Automaten (letzte Regel). Sind wir in einem akzeptierenden Zustand des aten
Automaten, so |6schen wir den Stack (zweite Regdl erster Teil bzw. dritte Regel) oder arbeiten im
alten Automaten weiter (zweite Regel zweiter Teil), daman auch in einem akzeptierenden Zustand im
alten Automaten weiterarbeiten konnte ohne direkt abzubrechen.

Dies alles zeigt uns (was man auch formal beweisen konnte), dass gilt
(qg,x,Zé)lM—:(f,g,a) feFael" o (qg,x,Y)m(p,g,g) (17.14)

und damit N(M,)=L(M,;).
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3)=1):
Sei L=L(M,) fiir My =(Q;,2,T'3,5,,05.Z5, F3) . Dann definieren wir einfach einen Automaten, der
die gesamte Zustandsmenge akzeptiert:

Ml:=(Q3,2,F3,53,q§,Z§,Q3) (17-15)

Damit gilt offensichtlich L(M,)=T(M,), dader Automat M, mit der Definition von T nur dann ein

Wort akzeptiert, wenn der Zustand akzeptiert wird und der Stack leer ist. Da M3 aber nur dann
akzeptiert, wenn der Stack leer ist und in M; alle Zusténde akzeptieren, gilt dies bereits.

17.3.1 Aquivalenz PDA und kontextfreie Grammatiken
Satz (Aquivalenz PDA/ kontextfreie Grammatik):
Se G= (V,Z, P, S) eine kontextfreie Grammatik in Chomsky-Normalform. Dann existiert ein PDA
M, sodass L(G)=L(M).
Beweis:
Wir definieren zunéchst einen PDA und zeigen dann, dass das Gesagte gilt. Sei also
M :=({a},Z.V,5,q,S,9) (17.16)

der PDA. Wir betrachten nun die Definition von L(I\/I ) = {x

XEZ*,(C],X,S)I—*)(C],E,S)} . Hieraus folgt
die Definition der Ubergangsfunktion:
5(a,e,A) ={(q.a)A>aeP} Ae(V-I)
5(g.aa) ={(a.¢)} aex

Mit der ersten Regel kénnen wir das jeweils oberste (linkeste) Stacksymbol durch Produktionen
ersetzen und damit den Stack ,,aufbldhen” (nichtdeterministisch, wie man natiirlich an der
Mengenklammer sieht). Dabel handelt es sich um reine ¢ -Bewegungen, d.h. es wird kein Zeichen der
Eingabe gelesen, sondern es werden lediglich samtliche mdglichen Produktionen des obersten
Stacksymbols, das ein Nichtterminal ist, ,, durchprobiert.

(17.17)

Die zweite Regel dient dazu, Terminale wieder vom Stack 16schen zu kénnen. Diese L éschen kann
man sich wie ein ,,Matching* vorstellen, d.h. ein Termina wurde als ,,mdglich” erkannt und vom
Stack geloscht. Dabei wird der Lesekopf auf das néchste Eingabesymbol weitergeschoben.

Wir vollziehen den Beweis nun in zwei Schritten. Die beiden Schritte zusammen ergeben den
Gesamtbeweis:

1 vn>1: A:n>w (Wez*) = (q,W,A)I;(q,E,E)(ﬂ 18)

5

2. vn>1: (q,w,A)rg(q,g,g) = A= w

1. und 2. zusammen ergeben die Aussage, wie wohl offensichtlich ist (1 ist die eine Richtung und 2
die andere).

Beweisvon 1:
Wir beweisen per Induktion:
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Induktionsverankerung (n=1):

1
Essei A= w. Dannfolgt daraus A—we P und w=aeX (aso dassw ein einzelnes Eingabesymbol
ist). Hieraus folgt mit der Definitionvon & (Punkt 1)(siehe (17.17)): (g,a) € 5(q,&,a). Daraus
wiederum folgt:

1 1
(0,a,A)—~(a.a,a)—(q.,¢) (17.19)
(der letzte Ableitungsschritt gilt wegen Punkt 2 der Definition von & (siehe (17.17)).

I nduktionsannahme n:

Fur alle m< n gelte die folgende Implikation:
ASw weX = (qwA)H(gee) (17.20)
Induktionsschritt (n— n+1):

n+l 1

Wir haben A= w. Diesist quivalent zu A= BCow (n>1). Die Einzelableitung gilt, weil wir
angenommen haben, dass die kontextfreie Grammatik G in Chomsky-Normalform vorliegt. Mit Regel
1 der Definition von 6 (siehe (17.17)) folgt:

(a,BC)e (a6 A) (17.21)

1 m m
also (q,w, A)—~(q,w,BC). Esgilt weiter w=ww, mit B=>w, und C=w, mit m,m, <n. Damit
gilt nach zweimaliger Anwendung der Induktionsannahme

(9,w,BC) =(g,ww,BC)
(q.w,,C) (17.22)

5

—(a.6,¢)

Damit gilt insgesamt

(a,w, A) —(q,w,BC) (17.23)

*

—(a.6,¢)
und damit die Behauptung.
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18 Vorlesung vom 8. Juni 2000

18.1 Fur jede CFL existiert ein PDA

18.1.1 Fortsetzung des Beweises vom 06. Juni 2000

Der Beweis zur Aquivalenz von PDA und kontextfreier Grammatik wurde in der VVorlesung vom
06. Juni 2000 begonnen, und wird hier fortgefiihrt.

Esist zu zeigen:
1: ,Hin-Richtung”:

vn>1 : (A:le = ((q,w,A)ni)q,g,gj (18.1)
2: ,Ruckrichtung®:
vn>1 ((q,w,A)éq,g,g) = (Aéw) (18.2)

Das Symbol , A" sei hierbei ein Nichtterminal der kontextfreien Grammatik.

Die ,Hin-Richtung* wurde bereits gezeigt. Nun folgt der Beweis der ,, Rickrichtung”, d.h. wir miissen
zeigen, dass jedes Wort, welches unser Automat akzeptiert, auch durch die Grammatik erzeugt werden
kann. Diesen Beweis erbringen wir durch vollsténdige Induktion Uber die Lange der Produktion n.

Wir erinnern uns. Der PDA wurde so konstruiert, dass die Terminalsymbole der kontextfreien
Grammatik als Bandal phabet dienen, und sowohl die Terminalsymbole als auch die
Nichtterminalsymbole der kontextfreien Grammatik als Stacksymbole dienen.

Induktionsverankerung (n=1):

Fur n=1 gilt:

(W, A)>(q..¢)
U (18.3)
S(aw,A)>(ge) A [A=1

Bel der Definition unseres Kéellerautomaten, dem ja eine kontextfreie Grammatik zugrunde liegt,
haben wir einen Zustandsiibergang genau dann hinzu genommen, wenn fir diese kontextfreie
Grammatik mindestens eine von zwei Bedingungen erfillt ist:

u (18.4)
((W: e)n(A>ce P))v (w=A)

Das bedeutet in geschriebener Sprache, dass entweder a) kein Symbol vom Band gelesen wird, und ein
auf dem Stack liegendes , Nichtterminal“™® durch das, Terminal“ , leeres Wort" ersetzt wird, oder b)
das vom Band gelesene , Terminal” dem (einzigen) Zeichen auf dem Stack entspricht, und der Stack
daher leergeraumt wird.

Fall @) tritt definitionsgemal (siehe Definition unseres PDA) genau dann ein, wenn in der
kontextfreien Grammatik ein Ubergang des Nichtterminalesin das Terminal , leeres Wort* existiert.
Da die kontextfreie Grammatik in Chromsky-Normalform ist, kann es sich nur um den Ubergang des
Startsymboles Sin das leere Wort handeln. Unser Nichtterminalsymbol A muss dann aso (,von vorne

'3 Man kann bei einem PDA natrlich nicht von ,Terminalen® und ,Nichtterminalen“ sprechen. Diese
Bezeichnungen beruhen auf der Bedeutung der jeweiligen Symbole in Bezug auf die kontextfreie
Grammatik, die dem PDA zugrunde liegt.
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herein“) das Startsymbol Sgewesen sein, und es muss eine Produktionsregel geben, die das
Startsymbol Sin das leere Wort Gbergehen 18sst.

In diesem Fall handelt es sich um einen e-Ubergang:

U
(Ao ceP)a(w=¢) (18.5)
U Chromsky-Normalform
(S—>eeP)a(w=¢)
Da es also diese Produktionsregel gibt, gilt:

1 *
S=¢ bzw. S=¢ (18.6)
Damit ist fur die Produktionslange n=1 und den Fall a) gezeigt, dass jedes Wort, dass unser PDA
akzeptiert, von der kontextfreien Grammatik erzeugt wird.

Fall b) ist noch einfacher. Fall b) kann némlich gar nicht eintreten, da das Symbol auf dem Stack (A)
ein,, Nichttermina symbol*“ ist. Demzufolge wird es auf dem Band nie das Zeichen A geben, und Fall
b) tritt nie ein. Damit ist fur die Produktionsdange n=1 (fir Fall a) und Fall b)) gezeigt, dass jedes
Wort, dass unser PDA akzeptiert, von der kontextfreien Grammatik erzeugt wird.

Induktionsannahme:
vm<n ((q,w,A)rgq,g,gj = (A:le (18.7)

Induktionsschritt (n— n+1):

(W A) > (0,6,2) (18.9)

Wir betrachten nun ausdriicklich nur Ableitungen, die eine Lange grof3er als zwei haben. Dies
geschieht aber in Ubereinstimmung mit dem Skript zur Vorlesung™. Der Fall, dass das
»Nichtterminal“ A, das auf dem Stack liegt, im ersten Zustandsiibergang durch ein Terminal ersetzt
wird, kann nicht eintreten. Kénnte er eintreten, wére der Stack nach dem zweiten Zustandsiibergang
bereits leer — und damit die Verarbeitung des PDA beendet; dasist aber ein Widerspruch zu der
Annahme, dass mindestens drei Zustandsiibergange erfolgen.

Daher gilt:

(q.w, A)|i>(q,w, BC);(q,g,g)
U (18.9)
5(a,6,A)>(q,BC)

Dieser Ubergang des Stacksymboles A in die Stacksymbole B und C kann nur definiert worden sein,
wenn die kontextfreie Grammatik die entsprechende Produktion enthélt:

U (18.10)
A—>BCeP

Der Ausdruck (18.9) bedeutet nichts anderes, als dass das vorhandene ,, Nichtterminal“ auf dem Stack
durch zwei andere ,, Nichtterminale” ersetzt wird. Je nach Lange des Eingabewortes geschieht dies
einige Male. Letzten Endes werden aber alle so auf dem Stack abgelegten ,, Nichtterminale” wieder
»abgebaut*, das bedeutet Stiick fir Stiick durch Vergleichen mit dem Eingabewort durch das leere

!4 Dieses Vorgehen ist an sich beweistechnisch nicht korrekt.

Seite 114 / 141



Theoretische Informatik 2

Wort ersetzt — bis der Stack irgendwann leer ist. Insbesondere bedeutet das, dass,,C* nicht vom Stack
gel 6scht werden kann, bevor nicht auch ,B“ vom Stack gel 6scht wurde. Und wenn wir einen Schritt
weiter denken, und davon ausgehen, dass sowohl C als auch B auf dem Stack durch mehrere andere
»Nichtterminale" ersetzt werden, bedeutet das trotzdem, dass die , Nichtterminale®, die aus B
hervorgegangen sind, nicht gel6scht werden kénnen, bevor nicht die , Nichtterminale* gel scht
wurden, die aus C hervorgegangen sind.

Daher lasst sich die Verarbeitung des Eingabewortes w wie folgt zerlegen:

I, w, e 1 (ww, =w) /\((q,V\Il,B)IE)(q,S,S)j/\

(18.11)
m
/\((q,WZ,C)I—)(q,g,g)j

mit m,m, <n und m +m, =n. Unter Zuhilfenahme der Induktionsannahme folgt daraus:

Bow, A Cow, (18.12)
Den Ubergang von A nach BC haben wir selber in (18.9) definiert, daher gilt:

A; BC : w,C : W,wW, : w (18.13)
Damit ist der Induktionsbeweis abgeschl ossen:

n+1 *
[(q,w, A)I—)(q,g,g)j ~ ASw (18.14)

Gesamtbeweis:

Wenn wir nun in den (bewiesenen) Behauptungen (18.1) und (18.2) das allgemeine ,, Nichtterminal“ A
durch das spezielle Nichtterminal, das Startsymbol S ersetzen, erhalten wir:

vn>1 : (S:lw) = ((q,W,S);q,s,ej,

vn>1 : ((q,w,S)»Lq,e,ej = [S:gwj

U (18.15)
wWe L(M):We L(G)

g

L(M)=L(G)
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19 Vorlesung vom 15. Juni 2000
19.1 Greibach Normalform (GNF)

19.1.1 Vorbemerkung

Neben der Chomsky Normalform ist auch die Greibach Normalform als weitere standardisierte
Darstellungsform fur kontextfreie Grammatiken bekannt. Hier sind alle Produktionen derart gestaltet,
dass die rechte Seite immer mit einem Terminal symbol beginnt und keines oder beliebig viele
Nichtterminal symbolen folgen.

A->aBB,.B, k>0 (19.1)

Um zu zeigen, dass sich jede kontextfreie Grammatik fur Sprachen ohne leeres Wort ¢ in Greibach
Normalform bringen l&sst, wie wir in den folgenden Abschnitten zeigen werden, muss es moglich
sein, aguivalente Grammatiken aufzustellen, bei denen mehrere Ableitungsschritte in einzelnen
Produktionen zusammengefasst werden. Dass solche Zusammenfassungen méglich sind, wird im
Folgenden gezeigt.

Eine A-Produktion ist eine Produktion der Form

A>a (19.2)
mit einem Nichtterminalsymbol A auf der linken Seite. Bei einer kontextfreien Grammatik
G=(V,%,P,S) gebeeseine A-Produktion A— o,Ba, mit B-Produktionen

B— BB -1 Bs (19.3)

Dann gibt es eine aus G hervorgehende kontextfreie Grammatik G, =(V,Z, R, S) mit neuen
Produktionen

A-afa, o pf.a,l... |afa, (19.4)
die durch Ableiten von A— o,Ba, ausG mit B— S, |5, |...| S, entstehen. Die Produktion
A— a,Ba, ist dann tiberfliissig und fehit in G;. Dann gilt L(G)=L(G,).
Bewels:
Der Beweisist einfach, dasich L(G,) < L(G) ergibt, wenn man fiir jede Ableitung
A:G> a,Ba, ?alﬂaz (19.5)

in G; das entsprechende
A? a,po, (19.6)

verwendet. Umgekehrt ist L(G)c L(G,), da A— a,Ba, dieeinzige Produktion ist, diein G und
nicht in G, enthalten ist. Immer, wenn A— «,Ba, bendtigt wird, folgt in einem spéteren
Ableitungsschritt B— g, | 5, |.-.| S5, was man in G1 in einem einzigen Ableitungsschritt mit
A— afa,|afa, ... |apa, redisert wird. Folglichist L(G)=L(G,).

19.1.2 Umwandlung von linksrekursiven in rechtsrekursive Produktionen

Mit der im vorangegangen Abschnitt vorgestellten Mdglichkeit, Zusammenfassungen von Ableitungen
vorzunehmen, kann man bereits viele Produktionen in Greibach Normalform tberfihren.
Problematisch wird es allerdings bei linksrekursiven Produktionen, die Nichtterminal symbole auf sich
selbst und weitere Symbole abbilden, da diese nicht ohne Weiteres in die gewlinschte Form zu bringen
sind.
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Solche Produktionen der Gestalt
A—> Az AeV,ae(Vul) (19.7)

heif3en linksrekursiv. Um sie kompatibel fur die Greibach Normalform zu machen, kann man
aquivalente rechtsrekursive Produktionen einfiihren. Gegeben sei eine Menge von A-Produktionen

A— Axy | A, |...| Ae, o e(VUE)
A= BB, ... p. pie((V-AUZ)-(Vuz)

wobei die oberen Produktionen linksrekursiv und die unteren nicht linkrekursiv sind. Damit kénnen
die Worter abgeleitet werden, die durch den reguldren Ausdruck

VAVABRVACALA RN ES) (19.9)

1ma nmal

(19.8)

beschrieben werden. Dabei handelt es sich um Worter, die aus einem f; an erster Stelle und beliebig
vielen folgenden o; bestehen. Diese Worter |assen sich genauso durch Hinzufligen eines neuen
Nichtterminalsymbols B mit Produktionen der folgenden Form erzeugen

A= Bl B .| B

A— pB|p,BI...| BB

Boala,l...le

B—aB|a,B|...|¢,B

(19.10)

Damit liegen dann keine linksrekursiven, sondern rechtsrekursive Abbildungen vor, die die gleichen
Worter generieren und die zugehérigen Grammatiken somit die gleiche Sprache beschreiben.

Formaler gesprochen, gibt es zu einer kontextfreien Grammatik G =(V,%,P,S) mit linksrekursiven

Produktionen eine entsprechende Grammatik G, =((V U B, ),%, R, S) mit rechtsrekursiven

Produktionen. Dabel sind alle Produktionen identisch, aulRer den linksrekursiven, die durch
rechtsrekursive ersetzt werden.

G habe nun Produktionen der Form

A— Ax | A, |...| Ae, o €(VUE)

A= BB, .- B Bie((V-AuUZ)-(Vuz)
und G; entsprechend zusétzliche

A— pB|5,BI...| 5B
Boala,l...le (19.12)
B—aBla,B|...|2,B

(19.12)

wobel die A— A, | Aa, |...| Aa, in Gy nicht mehr auftauchen. Dann gilt L(G)=L(G,).

Diefolgende Illustration verdeutlicht die Ableitungsschritte.
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A A
A % B; B
1
& o
2 p
Bj linksrekursive rechtsrekursive O‘il
Ableitung Ableitung
Abbildung 36 - Links- und rechtrekursive Ableitungen
Beweis:
In G endet jede Ableitung von A— A, mit A— £, . Damit erhdlt man
Ao Ag, > Ao o =2 A a o= B ap g (19.13)
G 1 G 2 1 G G p p-1 1 G p p-1 1
wasin G, folgendermalien erzielt wird
Aifﬂj Bﬁﬁjaip BﬁﬂjaipaiHBg. . -?ﬂjaip“iﬁ o (19.19)

Da beide Ableitungen zu den gleichen Wértern fihren, die dem oben genannten reguldren Ausdruck
entsprechen, gilt L(G)=L(G,). Somit wurde gezeigt, dass sich linksrekursiven Produktionen unter
Zuhilfenahme neuer Nichtterminal symbols By sowie weiterer Produktionen in rechtsrekursive
umwandeln lassen und dabei die mit der Grammatik erzeugte Sprache L(G)erhalten bleibt.

19.1.3 Kontextfreie Grammatiken in Greibach Normalform (GNF)

Satz:

Jede kontextfreie Sprache L ohne leeres Wort ¢ kann durch eine kontextfreie Grammatik G generiert
werden, deren Produktionen die Form

A—aBB,.B, k>0 (19.15)

haben. A und B; sind Nichtterminalsymbole, aist ein Terminalsymbol. Sind alle Produktionen von
dieser Form, heif3t die Grammatik in Greibach Normalform.

Bewels.

Der Nachweis Uber die Richtigkeit dieser Aussage wird mit Hilfe eines Algorithmus erbracht, der eine
beliebige Grammatik G, =(V;,%,R,S ), die sich bereitsin Chomsky Normalform (CNF) befindet, in
eine Grammatik G =(V,Z,P,S) in Greibach Normalform (GNF) umwandelt.

Der Umwandlungsprozess wird in drei Schritten vorgenommen. Zunéchst nummerieren wir die
Nichtterminalsymbole der Ausgangsgrammatik G; miti = 1...m

Vlz{A,AZ,...,An} (19.16)
mit dem Zi€l, alle Produktionen in die Form
A— Ay i< (19.17)
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zu Uberfuhren. Dazu durchlaufen wir ale A;-Produktionen mit A — Ay undi = 1...mund ersetzen

jeweils - wie in der Vorbemerkung gezeigt - die A; mit allen Aj-Produktionen. Fir den Fall, dass eine
linksrekursive Produktion A — Ay auftritt, werden wieim vorherigen Abschnitt beschrieben, ein
neues Nichtterminalsymbol und neue Produktionen eingefiihrt und die linksrekursive in eine
rechtsrekursive Produktion umgewandelt.

Am Ende dieses ersten Schrittes haben wir Produktionen erhalten, fur diemit A — Ay i <j gilt. Die

Produktionen fir A, sind dann in Greibach Normalform A, — aB,B, ... B, . Algorithmisch betrachtet
sieht die Sortierung nach i <j so aus

for i := 1 to m do
for j := 1 to i - 1 do
foreach A; -> Aja € P; do
Fige hinzu A; -> Bia|f0]...|Bsa fUr alle
Produktionen 2y -> Bio|B.a]...|Bsat ;
Entferne A; -> Aja ;
next
next j

if A; -> A;a € P, then
Flige Nichtterminalsymbol B; hinzu ;

Flige hinzu A; -> B;B;|B2Bi|...|BB;: flur alle
Produktionen Ay -> Bi|P2|...|Bs mit A; nicht erstem Zeichen von B ;
Flge hinzu B; -> di|ay]|...|o, ;
Flige hinzu B; -> o4B;|0uB;i]| ... 0B; ;
Entferne A; -> A;a ;
endif
next 1

Im zweiten Schritt kénnen wir die so geordneten Produktionen in Greibach Normalform tberfihren,
indem wir sukzessive alle A;-Produktionen beginnend bei A, (dasjabereits ein Terminalsymbol als
erstes Zeichen auf der rechten Seite und dann wegen der ursprtinglichen Chomsky Normalform von
G1 folgende Nichtterminalsymbole hat, also in Greibach Normalform ist) in die rechte Seite der A;.;-
Produktion einsetzen. Da A — Ay i <j fur ale Produktionen gilt, sind so im Anschluss an diesen

Schritt ale Produktionen in Greibach Normalform. Algorithmisch kann das folgendermal3en
beschrieben werden

for i := m - 1 downto 1 do
foreach A; -> Aja € P, mit 1 < j do
Flige hinzu A; -> Bo|B.a]...|Bsa £Ur alle
Produktionen 2A; -> Bio|B.a] ... |Bsat ;
Entferne A; -> Aja ;
next
next I

Im Anschluss daran befinden sich alle A;-Produktionen in Greibach Normalform. Bleiben nur noch die
maglicherwei se hinzugekommenen B;-Produktionen, deren rechte Seite im dritten und letzten Schritt
analog umgeformt werden.

Dadie urspriingliche Grammatik G, in Chomsky Normalformist, besteht die rechte Seite jeder
Produktion entweder aus einem Termina symbol oder aus zwei Nichtterminalsymbolen. Durch diein
den beiden ersten Schritten vorgenommen Umformungen sind deswegen keine Terminal symbole
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weiter nach rechts gewandert, sondern kénnen nach wie vor nur an erster Stelle stehen, wie esdie
Greibach Normalform fordert.

Bel den B;-Produktionen besteht die rechten Seite ausschliefdlich aus Nichtterminalsymbolen. Danach
dem zweiten Schritt alle A;-Produktionen in Greibach Normalform sind, muss im dritten Schritt
lediglich das erste Nichtterminalsymbol der rechten Seite einer B;-Produktion durch die rechte Seite
der jeweiligen A;-Produktion ersetzt werden (siehe Vorbemerkung) und folglich sind dann auch die B;-
Produktionen in der gewlinschten Greibach Normalform.

19.1.4 Beispiel 1
Gegeben sei eine Grammatik G =({A,A,, A} ,{a,b},P, A) mit den zugehtrigen Produktionen

A AA
A —>AA|Db (19.18)
A— AN

Diese wird im Folgenden in Greibach Normalform Uberfihrt.

1. Schritt

Das Umwandlungsverfahren in Greibach Normalform beruht auf Ausgangsgrammatiken in Chomsky
Normalform. Die hier gegebene Grammatik liegt in CNF vor, da auf der rechten Seite entweder zwei
Nichtterminal symbole oder ein Terminalsymbol stehen. Wir kénnen daher direkt mit der Umwandlung
in GNF beginnen.

Die Produktionen missen alein die Form A — Ay miti <] gebracht und mogliche linksrekursive

Produktionen in rechtsrekursive umgewandelt werden. Fir die A;- und A,-Produktionenist die
Bedingung bereits gegeben, in die As-Produktion wird die rechte Seite von A; eingesetzt.

Dann erhédlt man
A—>AA
A —>AA|b (19.19)
A—>AAA|a

und in einem weiteren Schritt wird A, in der rechten Seite von Az durch AzA; und b ersetzt, so das
man folgende Menge von Produktionen erhalt

A AA
A —>AA|b (19.20)
A - AAAA|BAA |a

Die Az-Produktion entpuppt sich jetzt a's eine linksrekursive Produktion, die durch Hinzufiigen eines
Nichtterminal symbols B; und weiterer Produktionen entfernt wird.

A AA

A > AAID (19.21)
A —>bAAB; |aB; |bAA |a

B, > AAAB |AAA

2. Schritt
Dasich jetzt alle Produktionen der Bedingung A — Ajy miti <j genligen und A, = A3 bereitsin

Greibach Normalform ist, kénnen wir die anderen A;-Produktionen auch beginnend bei A1 = Az in
die gewlinschte Form umgestalten.
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Fir A, erhalten wir dann

A AA
A, —>bAABA |aB,A |DAAA |aA |b

(19.22)
A —>bAAB; |aB; |bAA |a
B, > AAAB|AAA
und entsprechend fir A,
A —>bAABAA |aB,AA [DAAAA |aAA |bA
A, > DAABA [aBA [DAAA [aA |b (19.23)

A —bAAB,|aB, |DAA |a
B, > AAAB [AAA

Damit sind alle A;-Produktionen in Greibach Normalform. Fehlen noch die B;-Produktionen.
3. Schritt

In das Nichtterminalsymbol der rechten Seite der beiden Bs-Produktionen werden alle finf A;-
Produktionen eingesetzt, so dass 10 neue Produktionen entstehen.

A —>bAABAA|aBAA [DAAAA [aAA |bA

A, —>bAABA |aB,A |DAAA |aA |b

A —bAAB,|aB, |bAA |a

B, > PAABAAAAB, |aBAAAAB, [DAAAAAAB, (19.24)
B, > aAAAAB; [bAAAB,

B, > PAABAAAA |aBAAAA |DAAAAAA

B, > aAAAA [PAAA,

Somit erfiillen ale Produktionen die Bedingung der Greibach Normalform, dass die rechte Seite
immer aus einem Terminalsymbol gefolgt von keinem oder beliebig vielen Nichtterminal symbolen
besteht. Zu bemerken ist, dass aus den 5 Produktionen der Grammatik in Chomsky Normalform
immerhin 24 Produktionen sowie ein weiteres Nichtterminalsymbol in Greibach Normalform
geworden sind.

19.1.5 Beispiel 2
Gegeben sei eine Grammatik G =({A S},{a,b},P,S) mit den zugehcrigen Produktionen

S— AAla

19.25
A— SS|b ( )

1. Schritt

Das Umwandlungsverfahren in Greibach Normalform beruht auf Ausgangsgrammatiken in Chomsky
Normalform. Die hier gegebene Grammatik liegt in CNF vor, wir kénnen daher direkt beginnen.

Zunéchst werden die Nichtterminal symbole durchnummeriert. Sagen wir, S sel das erste und A das
zweite Nichtterminalsymbol, also A; = Sund A, = A, wobel wir aufgrund der Einfachheit auf diese
Umbenennung verzichten kdnnen und die Reihenfolge im Hintergrund behalten. Dann ist die

Zuordnung S — AA in Ordnung, A — SS muss jedoch umgewandelt werden, damit A — Ay mit

i <] fur ale Produktionen gilt.
Dadurch erhalt man
S—> AAla

(19.26)
A—> AAS|aS|b
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was eine linksrekursive Ableitung erzeugt. Daher flihren wir ein neues Nichtterminalsymbol B, ein
und wandeln in rechtsrekursive Produktion um

S— AAja
A— aS|b|asB, |bB, (19.27)
B, > AS| ASB,

Dann liegen die A-Produktionen schon in Greibach Normalform vor und wir kdnnen zum zweiten
Schritt Ubergehen.

2. Schritt

Jetzt muss das erste A der rechten Seite von S durch die A-Produktionen ersetzt werden und man
erhalt

S—aSA|bA|aB,A|bB,A|a
A— aS|b|aSB, |bB, (19.28)
B, > AS|ASB,
Schon! Jetzt liegen alle Produktion in der gewlinschten Form vor, bis auf die B,-Produktionen, was
jedoch auch leicht bewerkstelligt ist.
3. Schritt

Das erste Nichtterminal symbol der rechten Seite der Bo-Produktionenist A und wird jeweils durch die
beiden A-Produktionen ersetzt, so dass vier neue Produktionen entstehen.

S—aSA|bA|aSB,A|bB,A|a

A— aS|b|aSB, |bB,

B, —» aSS|bS|asB,S|bB,S

B, » aSSB, |bB, |aSB,SB, |bB,SB,

(19.29)

Somit liegen ale Produktionen die Greibach Normalform und die Umwandlung ist abgeschl ossen.
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20 Vorlesung vom 20. Juni 2000

20.1 Odgens Lemma
Satz:

Sei G=(V,%,P,S) eine kontextfreie Grammatik. Dann existiert eine Konstante k >1 (welcheim
Allgemeinen recht groB ist), so dass fur alle Worter zder Sprache mit ze L(G) und |Z>k, in denen
mindestens k Positionen markiert sind, gilt:

DasWort zkann geschrieben werden, als die Zerlegung z=uvwxy mit den folgenden 4 Bedingungen:

1. w enthdlt mindestens eine markierte Position,

2. u und v enthalten beide markierte Positionen, oder aber x und y enthalten beide markierte
Positionen,

wwx enthalt hochstens k markiere Positionen

4, Esexistiert ein Nichtterminal A mit:

S%uAy:}uvAxy%...:;mvi Ax‘y:;>uvivvxiy Vi>0 (20.1)

7 i WY 5
A FogS, R
/ 1)) )
Zod I T S
Abbildung 37

Das Bild zeigt, wie man sich dieses am besten vorstellen kann. Es gilt einen Weg vom Startsymbol S
aus hin zu den markierten Blé&ttern zu finden. Da nun der Weg sehr lang it, existiert eine Schliefe.
Man betrachtet dann den Teilbaum der letzten Wiederholung. Man sieht nun, dass w zumindest eine
markierte Position enthalten muss.

Beweis des Satzes:

Esgelte:
m=y #(V -X)
| = max.(nA>aeP, || =n) (20.2)
k =, Iz,m+3

Essei dann ze L(G) mit |4>k und weiterhin mindestens k Positionenin z markiert. Schlielich

sel T der Ableitungsbaum fir z mit der Lange > 2-m+ 3. Ein Knoten n heifdt Verzweigungsknoten,
wenn n mindestens zwei direkte Nachfolger hat. Ein Beispiel wére, wenn der Knoten n zwei
Nachfolger n, und n, hat, welche beide markierte Blé&tter unter ihren Nachfolgern haben.

Nun |&sst sich einWeg n,,...,n, durch den Ableitungsbaum T wie folgt konstruieren:

1. n istdieWurzd von T,
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