Theoretische Informatik 2

13 Vorlesung vom 23. Mai 2000
13.1 Grammatiken

13.1.1 Beispiel zu Grammatiken

AlsBeispiel fiir eine Grammatik diene hier die Menge der booleschen Ausdriicke’. Das Startsymbol
ist ein Nicht-Terminalsymbol, das wir ,,BOOL" nennen. Als Termina symbole lassen wir alle Zeichen
zu, die man gemeinhin fir boolesche Ausdriicke verwendet. Die Produktionsregeln sind (13.1) zu
entnehmen, und sollten jeden booleschen Ausdruck produzieren kénnen:

G=(V,z,P,S)
V :={BOOL,QUANTOR,a...z,A,v,—,(,)}
T={a..zrv, ()} (13.1)
BOOL —(BOOL ),
BOOL ——BOOL,
p. |BOOL —BOOL A BOOL,
BOOL —» BOOL v BOOL,
BOOL — QUANTOR,
QUANTOR  —a...z
S:=BOOL

Der Ableitungsbaum eines beispiel haften booleschen Ausdruckes geméf3 obiger Grammatik kdnnte
wie folgt aussehen:

X v=a Yy (A4 a A b
- o -~ -~
QUANTOR QUANTOR QUANTOR  QUANTOR

QUANTOR v —QUANTOR] A —{QUANTOR A QUANTORJ

BOOL BOOL

BOOL BOOL

BOOL BOOL

BOOL v —BOOL] A —.[BOOL A BOOLJ
— _

BOOL v BOOLJ A—(BOOL) (13.2)
——

BOOL BOOL

(BOOL) A -BOOL
N —

BOOL BOOL

BOOL A BOOL

BOOL

BOOL

Wie man sieht, beginnt die Transformation bei einem gewdéhnlichen booleschen Ausdruck, und endet
bei dem Startsymbol S'°.

13.2 Die Aquivalenz von reguldren Grammatiken und endlichen Automaten

Satz:
Sei Lc X" eine Sprache, dann gilt:

° Fur die Korrektheit ibernehme ich keine Haftung ;-)
1% bie Begriffe ,starten“ und ,enden* diirfen in diesem Zusammenhang auch vertauscht werden.
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1) 3 ein endlicher Automat M L=T(M)
g (13.3)
2) 3 eine reguldre Grammatik G: L=L(G)
Bewels:
12
Gegeben sei der endliche Automat
M =(Q.%,8,0,F) (13.4)

Wir definieren eine neue Grammatik, die dem endlichen Automaten M entsprechen soll. Diese neue
Grammatik benutzt das Alphabet des Automaten als Terminalalphabet, und die Zustandsmenge des
Automaten als Nicht-Terminal alphabet:

G =(QUZ,Z,P,q) (13.5)
Es bleibt die Frage nach der Produktionsmenge P.
P:={q—>aq’|5(q,a)=q’}u{q—>e|qe F} (13.6)

Wir zeigen nun, dass die durch G’ definierte Menge tatséchlich die Mengeist, die von M akzeptiert
wird. Fir jedes Wort, das der Automat M akzeptiert, gilt:

XeT(M)
)
p=5(0y,X)eF
() X=2a3,...8,
pzb“(qo,alaz...qx‘)eF (13.7)
)
p:5(...5(5(q0,a1),a2)...,qx‘)e F
)
(5(Po=0a)=p)A(5(pa)= pZ)A.../\(ﬁ(qx‘_l,qx‘)z p)/\(pe F)
Aus (13.6) folgt:

vp,eQa el: (5(pn,as)=pm)®[pnéaspm] (138)
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Aus (13.7) und (13.8) folgt:

xeT(M)

g

(po :=qo§1>aip1jA(p1%>a2pzjA-..A(qx_lgl?qxij(p=5(qo,X)e F)

g

o éaiaz .ayp (13.9)

g (peF)@(p%;g)

G288, -8y
¥ a,a,...a, X (Terminasymbole)
Xe L(G')

Die Mengen sind also identisch:
T(M)=L(G) (13.10)

R
Gegeben sai die regulére Grammatik
G=(V.z,P,S) (13.11)

Wir definieren einen nichtdeterministischen, endlichen Automaten M’, welcher der reguléren
Grammatik entsprechen soll. Dieser neue Automat benutzt die Nicht-Terminalsymbole der Grammatik
als Zustandsmenge, und die Terminalsymbole der Grammatik als Eingabeal phabet. Wir definieren
weiterhin den ausgezel chneten (akzeptierenden) Zustand f:

M"=((V-2)u{f}2,5,SF) (13.12)

Die Menge der akzeptierenden Zusténde F seien alle jenen Zustdnde (bzw. Nicht-Terminalsymbole),
welche in das leere Wort (ibergehen kénnen, sowie der ausgezeichnete Zustand

F={A(AeV-Z)r(A>eeP)lU{f} (13.13)

Die Ubergangsfunktion ist beim endlichen Automaten definiert auf dem Kreuzprodukt von
Zustandsmenge und Eingabesymbol, d.h. in unserem Fall, auf dem Kreuzprodukt der Nicht-
Terminalsymbole (plus,,f*) und der Terminalsymbole. Die Ubergangsfunktion liefert beim endlichen
Automaten eine Teillmenge der Zustandsmenge zuriick, d.h. in unserem Fall eine Teilmenge der Nicht-
Terminalsymbole.

Fir jeden Zustand, der eéinem Nicht-Terminal symbol entspricht, welches direkt in ein Terminal symbol
Ubergehen kann (AeV —X,aeX: A— ac P), soll der neue Automat (unter anderem) in den

ausgezeichnete Zustand f Ubergehen:
5(Aa)={B|A>aBeP}u{f|A>acP} (13.14)

! Dieser, ausgezeichnete Zustand f ist das wichtigste Element der Menge der akzeptierenden
Zustande...
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Wir zeigen nun, dquivaent zum ersten Teil des Beweises, dass die von M’ akzeptierte Menge
tatsichlich die Mengeist, die durch G definiert wird™. Fir jedes Wort, das unser neuer Automat M’
akzeptiert, gilt:

xeT(M')

)

5(SX)NF 20 (13.15)
)

Falls §(S,x) einen Zustand Q" beinhaltet, der akzeptierend ist, so gilt geméaf (13.13):

B
S(SX)NF e{A(AeV-Z)A(A>ceP)ju{f} (13.16)
g

Bis hierher haben wir Umformungen vorgenommen, die eine Aussage dartiber machen, wann ein Wort
vom neuen Automaten akzeptiert wird, und wann nicht; in Abhangigkeit von dem Wort. Wie man

an (13.16) sieht, gibt es genau zwei Moglichkeiten, warum ein Wort von dem neuen Automaten
akzeptiert werden kann —von diesen zwei M 6glichkeiten muss mindestens eine Moglichkeit eintreten.

Die Definition des neuen Automaten und seiner Ubergangsfunktion beruht auf einzelnen Symbolen,
nicht auf Wortern. Daher zerpfliicken wir an dieser Stelle die Bearbeitung eines Wortesin die
Bearbeitung vieler Symbole:

5(S,x)= .-U 5(Qu1ay) (13.17)

e U s@a)
Qed(S.a1)

Mit diesem Wissen l&sst sich (13.16) umschreiben zu:

!
5(Qu1ay)NF e{A(AcV -2)a (A zeP) L] (13.18)
g

Auch bis hierher haben wir , nichts anderes*, als eine Gleichung, die beschreibt, wann ein Eingabewort
von unserem neuen Automaten akzeptiert wird, und wann nicht — jetzt aber nur noch in Abhangigkeit
von dem letzten Symbol des Eingabewortes, sowie dem Zustand des Automaten zu diesem Zeitpunkt.

Wir haben den ausgezeichneten Zustand f genau so definiert, dass ein Ubergang f ergibt, falls der
urspruingliche Zustand gemal3 Grammatik in das Eingabesymbol tbergehen kann (siehe (13.14)):

(fes(Aa))=(A>acP) (13.19)

'2 Dieser Beweis wurde im Skript komplett weggelassen. Warum, ist mir nicht klar.
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Mit diesem Wissen folgt:

g

Mdoglichkeit 1

g

Qi ¢€P)v(Qq>a,<P)

Moglichkeit 1 Méglichkeit 2

)

Maglichkeit 2

(m AQua—é€ P) v(Qu—~a,<P)
(

(13.20)

Die aobige, boolesche ,Kirzung* durften wir vornehmen, da diese Bedingung gemal3 der Definition
der Ubergangsfunktion immer erfillt ist. Es gilt nun, irgendwie den ,, Weg zuriick* zu finden vom

Zustand q

x-1

xeT(M')

g

5(Sa)>Q. A
AE(QLa,)3Q, A

A O(Quay2)> QA

7O(Qy281)> Qs
g

(S»>aQeP)a
ANQ—>aQ,eP)A

ARTRWAN

A Qs = 8Qy2€P) A

A Q2 > 84:Q4: < P)
)

S? ai cee qx\—1QX\—l

zum Zustand S. Aus (13.14) folgt:
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Oho. Wir wissen nun also, dass — falls ein Wort von unserem neuen Automaten akzeptiert wird, das
zugehdrige Nicht-Terminalsymbol Bestandteil der durch die Grammatik definierten Spracheist.
Weiterhin wissen wir aus (13.20), dass der , letzte Zustand” des Automaten in ein Terminalsymbol
Ubergeht. Daraus folgt:

XeT(M')
g

S:; 3. %ﬂxl) A (Qua > #eP)v(Qu—3,<P)

Moglichkeit 1 Maglichkeit 2

(13.22)

g
(S?ai...qx_lJA( S?ai...qx_quj
g
S?x
Die Mengen sind also identisch:
T(M')=L(G) (13.23)
13.3 Die Sprache ,a"b"™
Satz:
Die Sprache L::{a“b”|nzl} ist nicht regular!

Beweis:

Wir fihren einen Widerspruchsbeweis durch, und behaupten, L ist reguldr. Dann existiert auch ein
endlicher Automat M, welcher L akzeptiert:

L e REG

U

IDFAM : M =(Q,%,8,0,F)
L=T(M)

(13.24)

Wir gehen davon aus, dass dieser Automat existiert und funktioniert. Wir betrachten diesen
Automaten nach der ,,Halfte" der Ausfiihrungszeit, d.h. zu dem Zeitpunkt, an dem er diea’s
abgearbeitet hat, und die b’s noch nicht. Wir wéhlen ein Eingabewort, dass genau so viele @' s enthdlt,
wie der Automat Zustande besitzt. Nach der Verarbeitung aller a's befindet sich der Automat in einem
Zustand, den wir g nennen:

n=lo

13.25
5(qo’an)=q ( )
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Der Automat ist in dem Startzustand qo gestartet, hat n Eingabezeichen verarbeitet, und hat
demzufolge n mal seinen Zustand gewechselt. Auf3er dem Startzustand qo existieren noch (n-1) weitere
Zustdnde. Daraus folgt, dass der Automat mindestens einen Zustand mehr al's einmal angenommen

hat:

A9 eqQ, i,j,kel:
(j21) A (i+j+k:n) A

5(qo,a‘ ) =q A (13.26)
s(a.a')=q

"Schleife"
5(q.a")=q

Fir den Automaten ist es logischerweise ,,egal”, ob er die Schleife ausfuhrt, oder nicht. Daraus folgt,
dass der Automat zwischen den beiden Eingabewortern a und a™ indifferent ist:

5(0p,a")=5|5(0.a ).a’ |=5(q.a')=q'=5(q,.a) (13.27)

—_——

'

q

Das bedeutet ganz allgemein, dass man die Schleife auch weglassen kann, d.h. die &’ s aus dem
Eingabewort weglassen kann, ohne dass sich am Verhalten des Automaten irgendetwas &ndert:

5 (0o, @ D) = 5(5 (g, ), 30K ) =
=5(5(gp,a"), @) =
_ 5(q0'ai+j+kbi+j+k ) _
=5(gy,a"0")

(13.28)

Wir haben durch (13.24) definiert, dass Eingabeworter der Form a'b" von dem Automaten akzeptiert
werden, d.h. den Automaten vom Startzustand aus in einen akzeptierenden Zustand versetzen. Das
gleiche Verhalten gilt demnach fiir Eingabewdrter der Form a™*b"™/** mit j>0:

Pt eT(M)

U

5(0, @0 ) e F

U

5(0, @0 )eF (13.29)
U

a™p ™ eT(M) Widerspruch!

U

L ¢ REG

Unser Automat akzeptiert demzufolge auch Eingabewdrter der Form a*0'"** welche aber nicht
Bestandteil der gegebenen Sprache L sind. Die Sprache L ist nicht regul ar!

13.4 Das Pumping-Lemma

Satz:

»Wenn man einen Automaten hat, und ein akzeptiertes Wort kennt, dessen Lange groR3er ist als die
Anzahl der Zustdnde des Automaten, dann ist die durch den Automaten akzeptierte Sprache
unendlich.”
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Wir haben im vorangegangenen Beispiel gesehen, dass es einen Zusammenhang gibt, zwischen der
Anzahl von Zusténden eines Automaten, der Lange eines Wortes der erzeugten Sprache, und der
Anzahl der Zustandsschleifen wahrend der Verarbeitung dieses Wortes.

Das Pumping-Lemma generalisiert diese Erkenntnis: Nach dem Pumping-Lemma gibt es fir jede
Sprache L eine bestimmte Wortlange n, ab welcher Worter, die in der Sprache enthalten sind,
zwangswei se solche ,, Schleifen” enthalten:

VLeREG 3dn>1 Vxel:

(|x|2n):>3u,v,WeZ*:l)x:uvw
2)O<|v|<n (13.30)
3)u \_/'H wel Vi=0

Schleife
Beweis:

Der Beweis verlauft ghnlich wie im vorangegangenen Beispiel. Wenn L regulér ist, existiert auch ein
endlicher Automat M, welcher L akzeptiert:

LeREG

U

IDFAM : M =(Q.%,5,0,.F)
L=T(M)

(13.31)

Wir dirfen davon ausgehen, dass dieser Automat existiert, und dass er eine endlich Zustandsmenge
besitzt:

n:=|Q| (13.32)

Angenommen, es existiert ein Eingabewort, welches von dem Automaten akzeptiert wird, und welches
genauso viele Buchstaben besitzt, wie der Automat Zusténde hat. Dann startet der Automat in dem
Startzustand qp, verarbeitet n Eingabezeichen, und wechselt demzufolge n mal seinen Zustand. Auf3er
dem Startzustand ¢ existieren noch (n-1) weitere Zustdnde. Daraus folgt, dass der Automat
mindestens einen Zustand mehr al's einmal annimmt:

Ixel: [x=n

U

) (qo, X) eF

U (13.33)

A9'eQ, u,weX’, veX':

Xx=uw A (g,u)=q A (q,v)=0 A 8(,w)eF

"Schleife”

Fir den Automaten ist es logischerweise , egal”, ob, und wie oft er die Schleife ausfihrt. Daraus folgt,
dass der Automat zwischen den Eingabewortern der Form wv/'w fiir i>0 indifferent ist:

5(qo,uviw):5(5(5(q0,u),vi),W):

=65| 5| 5(0y,u), V' |\W|= (13.34)
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Darausfolgt:

uw'we L (13.35)
13.5 Entscheidbarkeit

13.5.1 Pradikate

Der Begriff des, Pradikates" ist der Pradikatenlogik als Teilgebiet der mathematischen Logik
entnommen. Ein Préadikat ist eine Aussage, die entweder wahr oder falsch ist. Ein Pradikat wird
zumeist als mathematische Funktion definiert.

13.5.2 Definition der Entscheidbarkeit
Sei SeineMenge, und p:S— {0,1} ein Pradikat mit

1 fallsp(s) wahr

VseS: p(s):= {0 falls p(s) falsch (13.36)

Esgilt:
Problem (S,p) ist entscheidbar
$ o (13.37)

3 Algorithmus/Programm A:  Vse S: A(s):{(l)}c> p(s){g}

Entscheidbar sind z.B. folgende Fragen:

1. T(M)=g ?

2. T(M) endlich?

3. T(M) unendlich?

Die Beweise dafir erbringen wir im Folgenden.

13.5.3 Beispiel: Entscheidbarkeit der leeren Sprache
Behauptung:

Die Frage, ob T(M)=& ist entscheidbar.

Bewels:

Sel M =(QX,8,6,F), n=|Q. Esgilt:

T(M)=0<| Vxel :|{<n=xgT(M) (13.38)
Entscheidbares Problem
Wieso?
» Hinrichtung”:

Diese Richtung ist trivial. Wenn der Automat Uberhaupt kein einziges Wort akzeptiert, dann erst recht
keines, das eine bestimmte Lange hat.

Ruckrichtung:

Hierflr bemthen wir einen Widerspruchsbeweis. Wir nehmen an, dass der Automat alle Worter der
beschriebenen Lange nicht akzeptiert, aber es trotzdem Worter gibt, die der Automat existiert:
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Annahme:
(VXGZ*:
U
3y:(yeT(M))A(ly|zn)

Wir betrachten nun das kiirzeste dieser akzeptierten Woérter, und nennen es x:

X<n= XET(M))/\(T(M);&@)

x=zel ‘Vz'e L=(|Z]=|2)
Gemal3 Annahme (13.39) gilt fir die Lénge dieses Wortes:
IX>n

Nach dem Pumping-Lemma gilt, dass dieses Wort in dem endlichen Automaten ,, Schleifen*
verursachen muss.

3%, %, % 1 (X= %%, ) A (LS [%,| <) A (%X € L)
U

x| <X

U

|X,%;|=n-1 Widerspruch!

(13.39)

(13.40)

(13.41)

(13.42)

Das bedeutet, dass es automatisch auch ein Wort geben miisste, welches ebenfalls akzeptiert wird, aber

gegen die Annahme (13.39) verstofdt. Also gilt (13.38), und damit gilt:
T(M)=Q ist entscheidbar!

13.5.4 Beispiel: Entscheidbarkeit der unendlichen Sprache

Behauptung:

Die Frage, ob T(M) unendlich ist, ist entscheidbar.

Bewels:

Sei M =(Q,%,6,0,,F) einDFA, n:=|Q|. Esgilt:

T(M) unendlich < 3xeT(M):(n<|x<2n-1)

NS
Entscheidbares Problem

Wieso?

Ruckrichtung:

(13.43)

(13.44)

Wenn ein Wort von dem Automaten akzeptiert wird, und genauso viele oder mehr Buchstaben besitzt,

wie der Automat Zustande, dann ist gemald dem Pumping-Lemmaeine Schleifein dem
Automatenablauf, die ,, aufgeblasen werden kann*“:

(T (M) (1 21)

U

Ju,v,w: (uw = X) /\({uviw|i > O} cT(M ))
U

T(M) unendlich
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»Hinrichtung”:

Wir gehen von der Menge aller Worter aus, die von dem Automaten akzeptiert werden, und langer
sind als 2n-1. Falls diese Menge leer ist, bedeutet das, dass die erzeugte Sprache ohnehin nicht
unendlich sein kann. Wir gehen davon aus, dass diese Menge nicht leer ist. Aus dieser Menge greifen
wir uns dann eines der kiirzesten Worter heraus, und nennen esyy:

SZZ{X‘(XET(M INEE 2n)}
Sz Q!

(13.46)

y=zeS|vZeS:|z|2|Z (13.47)

Da dieses Wort immer noch mehr Buchstaben besitzt, als der Automat Zusténde, schlagt das Pumping-
Lemma zu, und wir kdnnen eine , Schleife" aus diesem Wort entfernen:

ly|=n
U Pumping-Lemma

Au,v,wi(uvw=y ) A (13 VE n) A (UWe T(M ))

U ey (13.48)
[ <[] = v

U

lu <2n-1

Damit haben wir schon die halbe Miete. Wir wissen nun, dass es automatisch ein akzeptiertes Wort
geben muss, welches eine Lange kleiner oder gleich 2n-1 besitzt. Nun gilt es noch zu zeigen, dass
dieses Wort auch eine Lange von grofRer oder gleich n besitzt:

Juwf = uwaf = v} min |uvw) - max (V)

U |v| < n,|uvw| > 2n

lun|>2n—n (13.49)

U

|un| > n
Damit ist der Beweis vollbracht. Es gilt also:

(WweT(M))A(n<|un<2n-1) (13.50)
Also gilt (13.44), und daraus folgt:

"T(M) unendlich?" ist entscheidbar! (13.51)

13.5.5 Beispiel: Entscheidbarkeit der endlichen Sprache

Behauptung:
Die Frage, ob T(M) endlich ist, ist entscheidbar.
Beweis:
T(M) endlich < —(T(M) unendlich) (13.52)
Somit gilt:
"T(M) endlich?" ist entscheidbar! (13.53)
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13.5.6 Beispiel: Entscheidbarkeit der Schnittmenge
Behauptung:
Die Frage, ob fir zwei beliebige, endliche Automaten My und M, T(M,)NT(M,) =& gilt, ist
entscheidbar.
Bewels:
Esist bekannt, dass die Schnittmenge zweier regulérer Automaten (bzw. Mengen) wieder regulér ist:
T(I\/Il),T(MZ)e REG
U (13.54)
T(M)=T(M;)nT(M,)eREG
Wir haben bereits bewiesen, dass es fur einen einzelnen Automaten entscheidbar ist, ob er eine leere
Sprache akzeptiert, oder nicht:
T(M )= ist entscheidbar! (13.55)

13.5.7 Beispiel: Entscheidbarkeit der Teilmenge

Behauptung:

Die Frage, ob fiir zwei beliebige, endliche Automaten My und M, T(M,) = T(M,) gilt, ist
entscheidbar.

Beweis:

Wir fiihren den Bewels liber eine weitere Behauptung, die wir zuerst bewei sen:

Behauptung a:

(T(M)T(M.) = (T(M)AT(M,)=2) (1559
Beweisa:
» Hinrichtung":

vX:(xeT(M,))=(xeT(M,))

U

vx:(xeT(M,))=(xeT(M,))

U (13.57)

VX:<XeT(M2))2(X¢T(M1))

U

T(Ml)mT(MZ):Q
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Ruckrichtung:
Beweis tUber Contraposition (— = —):
T(My)£T(M,)
U
Ix:(xeT(M,))A(xeT(M,))
U (13.58)
Hx:(XET(Ml))/\(XET(MZ))
U
T(Ml)r\T(Mz)i@

Also gilt die Behauptung o! Weiter im Beweis...
Wir konstruieren uns gedanklich einen dritten Automaten:

T(M)=T(M,) (13.59)
U

Unter Zuhilfenahme von (13.56) folgt daraus:
(TM)=T(M,)) = =(T(M)NT(M)=2) (13.60)

Wir haben aber bereitsin ,, 13.5.6 Beispiel: Entscheidbarkeit der Schnittmenge” gezeigt, dass die
Frage, ob die Schnittmenge der durch zwei endliche Automaten definierten Sprachen nicht leer ist,
entscheidbar ist. Damit ist der Beweis erbracht:

T(M,)<T(M,) ist entscheicbar! (13.61)

13.5.8 Beispiel: Entscheidbarkeit der Aquivalenz
Behauptung:
Die Frage, ob fiir zwei beliebige, endliche Automaten My und M, T(M,)=T(M,) gilt, ist
entscheidbar.
Beweisa:
Wir kdnnen den Beweis nun auf bereits Bewiesenes zurtickf ihren:
T(My)=T(M,)
0 (13.62)
(T(Ml)QT(Mz))A(T(Mz)QT(Ml))

Den Beweis, dass dieser Zusammenhang entscheidbar ist, haben wir in ,,13.5.7 Beispiel:
Entscheidbarkeit der Teilmenge" erbracht. Daraus folgt:

?

T(M,)=T(M,) ist entscheidbar! (13.63)
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Beweis B:

Wir konstruieren uns zwei minimale Automaten, die dquivalent zu den beiden gegebenen Automaten
sind. Dann gilt:

M,":= Nerodeautomat (M, ),M, = Nerodeautomat (M, )
U (13.64)
T(Ml):T(MZ)@T(Ml'):T(MZ’)

V orausgesetzt, dass die beiden Automaten wirklich die selbe Sprache definieren, miissen die
dazugehorigen Nerode-Automaten isomorph sein, d.h.:

J1somorphismush: h:M, > M, (13.65)

Esist nun moglich, ale denkbaren Abbildungen von Ml' nach M 2' auszuprobieren, und festzustellen,

ob eine davon ein Isomorphismus ist. Es kann kein somorphismus dabei sein, wenn die Automaten
nicht identisch sind... Auch hieraus folgt:

?

T(M,)=T(M,) ist entscheidbar! (13.66)

13.6 Kontext-freie Grammatiken
Definition:
Eine Grammatik G =(V,%,P,S) heif} "kontextfrei"

g ot (13.67)
VpeP: pe(V-Z)xV’

Im Gegensatz zur normalen Grammatik stehen hier auf ,, der linken Seite" der Produktionen also
lediglich Nicht-Terminalsymbole, und auch immer nur eines davon. Bei der normalen Grammatik
standen hier auch Terminal symbole, und dazu noch beliebig viele (konkateniert).

13.6.1 Beispiel zur Kontext-freien Grammatik

Gegeben sei die Grammatik:

G:=(V,%,P,S)
V ={S,a,b} (1368
2 :={a,b} '
P:={S—aSa,S—»>b®,S— ¢}

Behauptung:
L(G) = {ww*|we {a,b} | (13.69)

»R' bedeutet in diesem Zusammenhang das ,,umgedrehte Wort". Die Grammatik beschreibt also
Palyndrome.

Bewes.
Wir fuhren den Beweis mittels vollstéandiger Induktion Uber die Lange der Produktionen durch.
I nduktionsbehauptung:

Vnelxel': Sox < (x=wsw* AW =n)v (x=w"" Aw=n-1) (13.70)
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Induktionsverankerung (n=1):

»Hinrichtung”:

1
S=X

U
(x=aSa)v (x=bS)v(x=¢) (13.72)
U
(= WS} =1) (= [ =0)
Ruckrichtung:
Fallunterscheidung, Fall 1:
Sa (x=wsw”)  (wf=1)
U
(x=aSa)v (x=b%) (13.72)
U

(S:l>a8a: X)v(S:l>bSb= xj

Fallunterscheidung, Fall 2:
Sai (x=ww/) A (|wf=0)
U
X=¢& (13.73)
U

1
S=e=X
Induktionsschritt (n—n+1):

» Hinrichtung"“:

n+1

S=X

J

n 1
S= X=X

1 (13.74)

(o =) (=) ([ =Tt =r =]
U
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Die, Kirzung" in dem obigen Ausdruck ist erlaubt, bzw. muss sogar sein, weil in diesem Fall kein
Nicht-Terminalsymbol (d.h. S mehr in dem Wort enthalten wére. Es gébe keine Produktion, die es
erlauben wiirde, das Wort noch weiter zu verdndern.

Y

(x:WaSaWR)v(x:wbSwa)v(x:wwR) (13.75)
U

(=) (= ) (= ) o<1

Ruckrichtung:
Fallunterscheidung, Fall 1:

Sei (X=WSNR)/\(|W|=I’]+1)

U
((x=wasaw®) v (x=wbSow®)) A (jw| =n)
U

S WSWF A ((V\/S/\/R :1>V\/aSaV\/R) v (wsz :1>V\/bSbV\/RD (13.76)
U
(SSWaSaWR)v(SQWbSbWRj

U

n+l
S:>WSNR)

Fallunterscheidung, Fall 2:

Sai () (=)
U

(s:l wsNR) A (WSNR éwij (13.77)
U

n+1l
(S:> WWRJ

Seite 90/ 142



Theoretische Informatik 2

14 Vorlesung vom 25. Mai 2000

14.1 Ableitungen von Wortern in kontextfreien Grammatiken

14.1.1 Ableitungen

Durch Ableitungen auf einer kontextfreien Grammatik formt man Nichtterminalsymbole in einem
oder mehreren Ableitungsschritten auf Konkatenationen von Terminal- und Nichtterminal symbolen
um. Diesen Vorgang wollen wir ngher betrachten.

Sei G=(V,Z,P,S) eine Grammtik, dann wir eine Sprache L(G), die von dieser Grammatik generiert

wird. Hier und im Folgenden sei V die Menge der Nichtterminalsymbole und X die Menge der
Terminal symbole. Die Produktionen P dieser Grammatik wandeln (auch resubstitiuieren, ersetzen)

Nichtterminalsymbole A in Folgen von Nichtterminal- und Terminalsymbolen (V uZ)* um.
A— X" mitAeV,X e(VUZ) (14.2)

Eine Produktion aus P: A— £ angewandt auf oAy mit a,y €(V uz)* liefert
aAy = afly (14.2)

Damitist = eine Relation auf der Menge der vereingten Terminal- und Nichttermina symbole
(V UZ) und bezeichnet die Anwendung einer einzelnen Produktion. Die Anzahl der angewandten

Produktionen, d. h. die Ableitungsschritte, kann Uber den Doppelpfeil geschrieben werden. Erfolgt die
Ableitung der linken auf die rechte Seite in n Schritten, schreibt man entsprechend ein n Uber den
Doppelpfeil.

Bildet man den transitiven Abschlul® (transitive Hiille) der Relation, so bedeutet das die Ableitung
Uber alle moglichen Schritte bis keine weiteren Ableitungen mehr méglich sind.

G=>a=>.. =, 143
g =>a,

Reflexivitét gilt, da dies dem Anwenden keiner Produktion auf ein Nichtterminal symbol entspricht. Es
gilt somit immer

*

a=a (14.4)

Mit dieser Relation als Hilfsmittel zur Beschreibung von Ableitungen &3t sich die von der Grammatik
G generierte Sprache L(G) beschreiben

L(G):{X|XEZ* Aséx} (14.5)

Die Sprache L(G) besteht aus Zeichenketten, die nur Terminalsymbole ( x e =) enthalten und durch

beliebig viele Ableitungsschritte ausgehend vom Startsymbol S erzeugt ( S:*> x) werden. Hierzu drei
Anmerkungen

1. Eine Spracheist kontextfrei, wenn sie von einer kontextfreien Grammatik erzeugt wird.

2. Wahrend Zeichenketten bestehend aus Terminal symbolen (Alphabet) Worter der Sprache genannt
werden, heil3en die Zwischenschritte der Ableitung bestehend aus Nichtterminal- und - wenn nétig
- Terminalsymbolen Satzform.

3. Zwei Grammatiken G;, G, sind aquivalent, wenn sie dieselbe Sprache generieren
(L(G) =L(G) ).
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14.1.2 Ableitungsbaume

Ableitungen lassen sich mit Ableitungsbaumen (auch Parse-Baume genannt) visualisieren. Jede
kontextfreie Grammatik kann mit Ableitungsbadumen beschrieben werden. Die Knoten solcher Baume
sind Terminal- und Nichtterminalsymbole. Die Wurzel ist immer ein Nichtterminalsymbol, wahrend
Terminalsymbole nur in Bléttern auftreten. Betrachtet man den gesamten Ableitungsbaum, ist die
Wurzel das Startsymbol der Grammatik.

Tellbéaume eines Ableitungsbaumes sind Baume mit einem Nichtterminalsymbol A as Wurzel und
allen sich daraus ergebenden Kinderknoten. Die Anzahl der Knoten ist kleiner als die des gesamten
zugrundliegenden Baumes, erseidenn der Teilbaum ist gleich dem Ableitungsbaum. Solche Teilbdume
werden nach ihrer Wurzel genannt. Heif3t die Wurzel also A spricht man von einem A-Baum.

Damit 183 sich jede Produktion einer Grammatik als Teilbaum beginnend mit der linken Seite als
Wurzel und den 1 bis n Symbolen der rechten Seite als Kinderknoten darstellen. Die Symbole der

rechten Seite seien abgekiirzt mit X, X,,...,X,, mit X e(VuUZX)

”
I
%% %

Abbildung 27 - Ableitungsbaum einer Produktion

Fir einen Ableitungsbaum einer Grammatik G =(V,%, P, S) gelten folgende Regeln

1. Jeder Knoten reprasentiert ein Symbol X eV UZ u{e}.

Die Wurzel stellt das Startsymbol der Grammatik dar.

Alle inneren Knoten sind Nichtterminalsymbole, da kontexfreie Grammatiken nur solche auf der
linken Seite der Produktionen stehen haben. Entsprechend sind alle Termina symbole Blétter, aber
nicht notwendigerweise alle Bléatter Terminalsymbole.

4. Wenn ein Knoten ein Nichtterminalsymbol A reprasentiert und die Kinderknoten X, X»,...Xm hat,
dann gibt es eine Produktion aus der Menge der Produktionen von G mit A— X, X,... X, (siehe

Grafik vorangegangener Absatz).

5. Knoten, die das leere Wort ¢ reprasentieren, sind immer Blatt, da sie das einzige Kind eines
Knoten mit Nichtterminalsymbol darstellen (sogenannte e-Produktionen, wie wir spéter sehen
werde). Aus dem leeren Wort kénnen keine Abbildungen erfolgen und es kann ausschliefdlich auf
das leere Wort und nicht auf Konkatenationen mit dem leeren Wort abgebildet werden, da sonst
die restlichen Symbole der rechten Seite und nicht das leere Wort die Kinderknoten darstellen

| aber nicht; / \ oder: /®\
® & ® © ¢

Abbildung 28 - richtige und falsche Ableitungsbaume von e-Produktionen
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14.1.3 Beispiel fur einen Ableitungsbaum
Gegeben sai eine Grammtik

G=({S.A}.{ab},P,S)

(14.6)
P={(S—>aAS|a),(A—> SA|ba|b)}
Das erste und |etzte Zeichen der Worter der zugehdrigen Sprache sind also immer a. In der Mitte
kénnen b und ain mehrfacher Ausfiihrung auftreten. Fir das Wort
aabbaae L(G) (14.7)
kann man folgende Ableitung mit dem entsprechenden Ableitungsbaum angeben.
S— aAS — aSHAS — aabbaa (14.8)

Abbildung 29 - Beispiel Ableitungsbaum fiir Wort aabbaa

Als,yield* oder ,Front" bezeichnet man die Zeichenkette, die sich ergibt, wenn man die Bléatter des
Baumes perorder von links nach rechts abliest. In diesem Beispiel ist die Front das Wort aabbaa, es
muf3 sich aber nicht ausschliefdlich um Terminal symbole handeln, auch Nichtterminalsymbole sind je
nach Grammatik moglich (bel Grammatiken, bei denen Bléatter auch Nichtterminal symbole sein
konnen).

14.1.4 Die Beziehung zwischen Ableitungsbaumen und Grammatiken

Die Zusammenhange zwischen Ableitungshdumen und Ableitungen wurden im vorangegangenen
Abschnitt nur exemplarisch und beschreibend dargelegt. Dies kann auch formal geschehen, wieim
Folgenden gezeigt wird. Dazu wird wieder auf die Pfeilrelation zur Darstellung der Abbildungen und
insbesondere auf die transitive Hillle dieser Relation zurlickgegriffen.

Satz:

Fir eine kontextfreie Grammatik G =(V,%,P,S) gilt S—a genau dann, wenn ein Ableitungsbaum
fir G mit der Front (yield) o existiert.

(S:*> a) < 3 Ableitungsbaum fur G mit Front « (14.9
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Beweis:

Daeine < Beziehung vorliegt, muf3in beide Richtungen bewiesen werden, was sich hier aber sehr
dhnlich gestaltet. Zunéchst die

» Hinrichtung"

Geht man von einem Baum aus und will damit die Ableitungsschritte zeigen, so beweist man per
Induktion Uber die Anzahl der inneren Knoten. Anstatt des gesamten Ableitungsbaums vom
Startsymbol S aus, wahlen wir eine Ableitung der Form

5

A=a (14.120)
von einem beliebigen Nichtterminalsymbol A zur Front o aus.
Induktionsverankerung (Anzahl innerer Knoten = 1)

Es handelt sich um eine einzelne Produktion aus G. Aus dem inneren Knoten A folgen n verschiedene
Terminal- und Nichtterminalsymbole X,X,,...,X,, as Front des Ableitungsbaumes. Die bereits weiter
oben verwendete und hier nochmals abgebildete Grafik verdeutlich dies

()
/1N
CARCA RN

Abbildung 30 - Ableitung bei einem einzelnen inneren Knoten

Formal ausgedriickt ist der Satz fiir die Hinrichtung bei einem inneren Knoten bewiesen

A-> X X,.. X, =a
N . (14.11)
A-a=A=>a

I nduktionsschritt:

Gelte die Behauptung nun fur Tellbdume mit k - 1 inneren Knoten und sei o die Front eines A-Baums
mit k inneren Knoten (k > 1). Die Kinderknoten eines solchen Wurzelementes A kdnnen nicht alle
Blétter sein, dawegen k grof3er eins mindestens ein Kinderknoten innerer Knoten (bzw.
Nichtterminalsymbol) ist.

Die Kinderknoten seien von 1 bis n durchnummeriert und mit X,X»,...,X,, bezeichnet. Dies entspricht
wieder einer Produktion der Grammatik

A—- X X,...X 14.12
17*2 m

Wegen k grof3er einsist eines der X; Nichtterminalsymbol. Von diesen nichtterminalen X; verzweigen
die verbleibenden k - 1 inneren Knoten.

Seite 94 / 142



Theoretische Informatik 2

(#)
) (%) (%

Abbildung 31 - lllustration eines A-Baum

Wenn X; kein Blatt ist, dann ist X; also Nichtterminal symbol und Wurzel eines Unterbaums. Dieser
X;-Baum habe die Front o;. Ist ein X; alerdings Blatt und somit Nichtterminalsymbol, dann sei

Xi = oy. Fur j <i sind ein X; sowie etwaige Kinderknoten in Front des A-Baums weiter links von
einem X; mit seinen Kinderknoten. Dann setzt sich die Front o des A-Baums folgendermal3en
Zusammen

o =0o,0,...0p (14.13)
Die Grafik illustriert das mit der Darstellung von X;- und X;-Teilbdume nochmal

®
X X)X

Abbildung 32 - A-Baum mit Kinderknoten und Xj-/Xi-Teilbdumen

DaA-Baume k innere Knoten enthalten, ist die maximale Anzahl von inneren Knoten bel X;-Baumen
entsprechend k - 1. Ausnahme ist natUrlich der Fall, dass ein X;-Baum genau der A-Baumist, was aber
hier unbeachtet bleiben soll. Gemal3 Induktionsannahme, dass der Satz in Hinrichtung fir Baume mit
inneren Knoten k < 1 bereits bewiesen sei, folgt

X, =a  Vi|X =Blatt (14.14)

Fafdt man diese Teilableitungen fiir jedes X; zusammen, ergibt sich fir die Front des A-Baums
1 * * * *
A= X XK, X 2o X, X, =2, X,... X, =...2aa,...q, (14.15)

Damit gilt A:*>a . Wenn dies fir ale Nichtterminalsymbole A gilt, dann auch fir das Startsymbol S.
Allerdings handelt es sich bei der durchgefiihrten AbG = (V, %, P, S) leitung nur um eine mégliche
Ableitung des Ableitungsbaumes.
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Die Ruckrichtung des Beweises erfolgt analog. Hier wird von einem gegebenen A=« auf einen
Ableitungsbaum geschlossen. Da sowohl Hin- als auch Ruckrichtung in der Vorlesung ausgespart
wurden, wird an dieser Stelle auf eine weitere Darlegung verzichtet, zumal die Ahnlichkeit von
Ruckrichtung und Hinrichtung sehr hoch ist. Stattdessen gehen wir lieber zum néchsten Thema.

14.1.5 Linksableitung

Werden in einer Ableitung die Produktionen immer zuerst auf die am weitesten links stehenden
Nichtterminal symbole angewandt, dann spricht man von einer Links- oder leftmost-Ableitung.
Wendet man die Produktionen hingegen immer auf die rechte Seite an, so spricht man von Rechts-
bzw. rightmost-Ableitungen.

Definition:
Fir eine kontextfreie Grammatik ist eine Linksableitung (leftmost)

1
X2y & X=UAx A Yy=Ufx (14.16)
ueX',ae(V-2),AeV,(A> p)eP

Die formale Definition sagt aus, dass in einem Ableitungsschritt (mit der Anwendung einer
Produktion) immer das am weitesten links stehendene Terminalsymbol (dasist hier das A, gefolgt von
einer belieben Kombination o aus Nichtterminal- und Terminalsymbolen) zuerst abgeleitet wird.
Daraus folgen Ableitungen in n und beliebig vielen Schritten (transitive und reflexive Hille).

X=y Ableitung in n Schritten

*

X=y transitive Hillle (14.17)
x>y reflexive Hille
m

14.1.6 Eindeutigkeit

Wenn es eine Ableitung

1 1 1 1 1
SoOXD XD XK. DX, (14.18)

gibt, dann existiert genau ein entsprechender Ableitungsbaum. Existiert umgekehrt ein
Ableitungsbaum B mit der Front o (wie in den vorangegangenen Ausfihrungen mehrfach
aufgetreten), dann gibt esim allgemeinen mehrere Ableitungen, die diesem Baum entsprechen.
Allerdings gibt es nur genau eine Linksableitung fUr diesen Ableitungsbaum B.

Damit lassen sich Eindeutigkeit und Mehrdeutigkeit von Grammatiken definieren.
Definition:
Fur eine kontextfreie Grammatik G gilt
G eindeutig < Vx e L(G): x hat nur einen Ableitungsbaum (14.19)

und analog

G eindeutig < Vx e L(G): x hat nur eine Linksableitung (14.20)

Weiter ist eine kontextfreie Sprache L eindeutig, wenn es eine eindeutige kontextfreie Grammatik G
gibt, fur dieL = L(G) gilt.

Umgekehrt heil3t eine kontextfreie Sprache L inhé@rent mehrdeutig, wenn keine eindeutige kontextfreie
Grammatik G mit L = L(G) existiert.
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14.2 Vereinfachung kontextfreier Grammatiken

Grammatiken fur kontextfreie Sprachen kénnen tberfllissige Produktionen und Nichtterminal symbole
enthalten. Mit verschiedenen Verfahren u. a. auch dem Umstellen auf Normalformen kénnen
Grammatiken auf einen einheitlichen und leichter zu untersuchenden Stand gebracht werden. In
diesem Protokoll soll es um Entfernung von e-Produktionen gehen. Das sind Produktionen, bei denen
auf der rechten Seite das |eere Wort steht.

14.2.1 e-Produktionen

Solche Ldschméglichkeiten (auch Deletion genannt), sind fur die Definition einer Sprache durch eine
Grammatik nicht nétig. Eine Ausnahme muf3 gegeben sein, wenn die Sprache das leere Wort enthélt.
Dann kann das Startsymbol ins leere Wort Gbergehen. Enthélt die Sprache das leere Wort nicht, so ist
auch diese Produktion nicht nétig. Wir werden mit dieser Vorstellung zeigen, dass es zu beliebigen

kontextfreien Sprachen L L = X" eine kontextfreie Grammatik gibt, die nur eine oder keine ¢-
Produktionen enthélt.

Definition:
Zu einer kontextfreien Sprachel — X" existiert eine kontextfreie Grammatik G = (V,Z, P, S) mit den
Eigenschaften

1 L=L(G) (14.21)
2. VAeV —{S}:(A>¢)eP (14.22)
3. S»>socel (14.23)
4. S erscheint auf keiner rechten Seite einer Produktion (14.24)

Die Sprache L wird also von der Grammatik G erzeugt und verzichtet dabei auf e-Produktionen.
Lediglich der Ubergang S — ¢ wird zugelassen, wenn das leere Wort Bestandteil von L ist.

Beweis:

Fir jede kontextfreie Sprache L existiert eine kontextfreie Grammatik G =(V,%,P,S) mitL = L(G').

Um auf die Sprache G zu gelangen, sind zwei Schritte zu gehen. Zunéchst werden alle
Nichtterminal symbole aussortiert, die direkt oder Uiber mehrere Produktionen zum leeren Wort
fuhren.

\A :{A|(A_)€)E P’}
VZZ{AI(A—)(Z)E P'/\aevl*} (14.25)

V,={A(A>a)eP raeV,,}

n

Damit werden schrittweise alle Nichtterminal symbole in V; Gbernommen, die direkt oder tber andere
Vj mit j <i zum leeren Wort fihren. Da die Anzahl der Symbolein V' nicht unendlichist, sind nach N
Laufen alle Nichtterminalsymbole gefunden, die direkt oder direkt aber nach maximal N Ableitungen

zum leeren Wort kommen.
V, =V, -1
NN (14.26)
Vi =V VK

V, sind dann die |6schbaren Nichtterminal symbole, d. h. Symbole, die mit endlich vielen
Ableitungsschritten ins leere Wort ¢ Uberfihrt werden kénnen. Das wird in bekannter Notation
festgehalten:

A= AcV, (14.27)
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Darausfolgt
S=e & SeV, (14.28)
celLe SeV,

Nachdem die |6schbaren Nichtterminal symbol e gefunden wurden, werden im zweiten Schritt die
Produktionen auf Basis der verbliebenen Symbole umgebaut.

- {Aaxllezvz-.-xnvnxmme((\/'—vn)uz)*, }
1=y , (14.29)
A->xAXA ... XA ePY e{A s, AcV,
P=RU{S—>S}u{S —>¢|cel} (14.31)

Daraus wird anschaulich klar, dass die Sprache L mit der so entworfenen Grammatik
G=(V'U{S},%,P,S) generiert werden kann und die Grammatik tber die in der Definition
vorgegebenen Eingenschaften verfiigt.
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