Theoretische Informatik 2

9 Vorlesung vom 04. Mai 2000
AbschlulReigenschaften reguléarer Mengen
9.1 Motivation

Viele Operationen auf reguléren Mengen erhalten die Eigenschaft der Regularitét. Dies bedeutet, dal?
die Operationen angewandt auf den reguldren Mengen wieder zu einer reguléaren Menge fihrt.

Mit Hilfe dieser als Abgeschlossenheit bezeichneten Eigenschaften kann man also aus gegebenen
reguldren Mengen wieder neue Mengen schaffen, die von endlichen Automaten akzeptiert werden.

Man kann die Abschlul3eigenschaften auch dazu verwenden, um zu zeigen, dass eine bestimmte
gegebene Sprache regulér (bzw. nicht regulr) ist, indem man Uber die AbschlulReigenschaften auf
bereits bekannte Sprachen zurtickgeht.

9.2 Sammlung von Abschlul3eigenschaften

Es gelten die folgenden Abschluf3ei genschaften regulérer Mengen:

(9.1) Vereinigung: L,L, e REG =L ul,eREG
L,L, € REG =L, oL, cREG

(9.2) Konkatenation:
LoL, Z{Xy|Xe L.ye Lz}

(9.3) KleenescheHilllee L eREG =L eREG,L =L

i=0
(9.4) Komplement: LcY,LeREG =3 -LeREG
(9.5) Schnitt: L,L, e REG —LNL,cREG

(9.6) Homomorphishmus. L, cX;,L, € REG,h:X; - % = h(L,)e REG

L c2,, L, eREGh:Z, -5 =h*(L,)e REG
(9.7) inv. Homomorphism.: Y

(
h™ LZ)Z{X|XEZ;,h(X)E Lz}

9.2.1 Beweise Vereinigung, Konkatenation, Kleenesche Hiille

Zu (9.1), (9.2) und (9.3) findet man die entsprechenden Beweise im Beweis iiber die Aquivalenz von
reguléren Ausdriicken und einem NFA mit e-Bewegungen.

9.2.2 Komplementbildung (9.4)

Zu Zeigen: Lc X ,Le REG =Y - LeREG

Bewels:

Se M =(Q,%,5,0,,F) ein DFA mit L=T(M). Dann definieren wir einen DFA M* wie folgt:
M'=(Q,%,5,0,Q—F) (9.8)

Es zeigt sich nun folgendes:

Fehler! Esist nicht méglich, durch die Bearbeitung von Feldfunktionen Objekte zu
erstellen.  (9.9)

Also: T(M')=% -T(M)=%" -L
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9.2.3 Schnitt (9.5)
Zu zeigen: L, L, € REG =>LnL,eREG

Beweis:

Dies zeigt man sehr schnell tiber die Regeln von deMorgan. Es gilt namlich L nL, =L, UL, und mit

der Abgeschlossenheit unter Komplement- und V ereinigungshildung folgt automatisch die
Abgeschlossenheit unter Schnittbildung.

9.2.4 Substitution

Definition:

Eine Substitution f ist eine Abbildung f :X — L,L c A" mit A ein Alphabet . F assoziiert also mit
jedem Symbol aus X eine Sprache. Wir erweitern f auf Zeichenketten:

1 f(e)=¢

2. f(xa)=f(x)f(a)

Beispidl:

Ist f(0)=aundf(1)=b". Damitist f(010) die reguléare Menge ab'a.

Satz:

Die Klasse der reguldren Mengen ist unter Substitution abgeschlossen.

Bewels:

Sei Rc ¥’ eineregulare Menge und 5(q,a) . Sei weiter f:X— 2" die Substitution, die durch
f(a)=R, definiert ist.

Wir wéhlen regulére Ausdriicke zur Bezeichnung von R und allen R,.

Man ersetze nun jedes Auftreten des Symbols a im reguldren Ausdruck fir R durch den reguléren
Ausdruck fir Ra.

Um zu beweisen, dass der resultierende regulére Ausdruck f (R) beschreibt, wird verwendet, dass die

Substitution einer Vereinigung, eines Produkts oder einer Hiille gleich der Vereinigung, dem Produkt
bzw. der Hille der Substitution ist (also homomorph).

Mit einer Induktion Uber die Anzahl der Operatoren im reguldren Ausdruck vervollsténdigt man leicht
den Beweis.

9.2.5 Homomorphismus (9.6)
Zu zeigen: L, c¥;,L, e REG,h:3] -3 = h(L,)e REG

Beweis:

Die Abgeschlossenheit unter Homomorphismen folgt sofort aus der Abgeschlossenheit unter
Substitutionen, da ein Homomorphismus ein Speziafall der Substitution ist, bei der h(a) fir alle a
gegeben wird.

9.2.6 Inverser Homomorphismus (9.7)
Zu zeigen: L, c¥,,L, e REG,h:Z; -5, =h™(L,)e REG
Bewels:

Essedien M, =(Q,%,6,,0,,F) einDFA mit T(M,)=L, und h:Z] - %, ein Homomorphismus.
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Wir konstruieren einen DFA My, der h™*(L) akzeptiert, indem er ein Symbol aaus 2, liest und M, auf
h(a) simuliert. Wir geben die Definition an:

M, = (Q1211511q01 F)
5,(a.a)=5,(a,h(a))vgeQ,aes,

Zu beachten ist, dass h(a) eine lange Zeichenkette oder aber auch das leere Wort sein kann. Diesist
aber kein Problem, da 6 mittels Erweiterung auch auch Zeichenketten operiert.

(9.10)

Durch Induktion tber die Wortlange des Wortes x kann man leicht zeigen, dass gilt
51(q0,x)=52(q0,h(x)) (9.112)

Daher wird x von M; genau dann akzeptiert, wenn h(x) von M, akzeptiert wird. Wir haben also einen
DFA gebaut mit T(M,)=h"(T(M,)). Damit gilt auch h™*(L,) e REG..
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10 Vorlesung vom 9. Mai 2000
10.1 Beispiele zur Nutzung der Abschlusseigenschaften

10.1.1 Einleitung

Aus den vorhergehenden Vorlesungseinheiten sind die sogenannten ,, Abschlusseigenschaften®
bekannt:

L,L,eREG= L oL,eREG oe{n,U,}

10.1
L, e REG = o(L,) e REG oe{-hh* x| (10D

Weiterhin nehmen wir zur Kenntnis*:
L={a"b"|n>0} ¢ REG (10.2)

In den folgenden Beispielen wird durch die Kombination des Wissens von (10.2) mit den Aussagen
der Abschlusseigenschaften der Bewels fiir einen neuen Zusammenhang erbracht.

Behauptung:

Die folgende Aussage ist falsch: , Wenn a"b" nicht regul&r ist, kann auch eine , groRere Sprache
wiea'b nicht reguldr sein.“ Tatsachlich gilt, dassa”b" nicht regulér ist, und a’b regulér ist.

10.1.2 Beispiel 1

Zu zeigen sai:

L={a"b'c'd*[n=0,r 20,5>0} ¢ REG (10.3)
Wir fuhren einen Widerspruchsbeweis durch, und nehmen an:

L e REG (10.4)
Wir definieren eine homomorphe Funktion h() wie folgt:

h(a)=a h(b)==¢ h(c)=b h(d)=¢ (10.5)

(10.3) lasst sich mit Hilfe von (10.5) umschreiben zu:

h(L)={a""|n>0} (10.6)
GemaR (10.1) gilt:

Le REG= h(L)e REG (10.7)
Aus (10.6) und (10.7) folgt:

h(L)={a""|n> 0}  REG Widerspruch! (10.8)
10.1.3 Beispiel 2
Zu zeigen sai:

L= {wlwe {ab}’ A#, (w)=#,(w)| « REG (10.9)

Wir fihren einen Widerspruchsbeweis durch, und nehmen an:
L e REG (10.10)

*(10.2) ist zwar beweisbar, an dieser Stelle verzichten wir aber darauf.
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Wir definieren eine zweite Sprache L; wiefolgt:
L= L nab (10.11)
ang;&ich reguldre

regulére Sprache
Sprache

Aus (10.1) folgt, dass die Schnittmenge zweier regulérer Mengen erneut regul &r ist, daher folgt:

L, e REG (10.12)
(10.11) I&sst sich umschreiben zu:

L:=Lnab ={a""[n>0} (10.13)
Aus (10.13) und (10.10) folgt:

L :=Lnab ={a"%"|n>0} e REG Widerspruch! (10.14)

10.1.4 Beispiel 3

Zu zeigen sei:

L={a"*"|n>0} ¢ REG (10.15)
Wir fuhren einen Widerspruchsbewei's durch, und nehmen an:

LeREG (10.16)
Wir definieren eine homomorphe Funktion h() wie folgt:

h(a)==a h(b):=b" (10.17)
(10.15) l&sst sich mit Hilfe von (10.17) umschreiben zu:

h™*(L)={a"%"n>0} (10.18)

GemdR (10.1) gilt:

LeREG=h"(L)cREG (10.19)
Aus (10.18) und (10.19) folgt:

h™(L)={a""|n>0}  REG Widerspruch! (10.20)

10.1.5 Beispiel 4

Zu zeigen sei:

L={a"o"[0<m<n} ¢ REG (10.21)
Wir fiihren einen Widerspruchsbeweis durch, und nehmen an:

L e REG (10.22)
Wir definieren eine zweite Sprache L; wiefolgt:

L= L nab ={ab"o<n<m| (10.23)

angeblich regulére
regulére Sprache
Sprache

Aus (10.1) folgt, dass das Komplement einer reguléren Menge, und auch die Schnittmenge zweier
reguldrer Mengen erneut regulér ist, daher folgt:

L, e REG (10.24)
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Wir definieren eine homomorphe Funktion h() in eine weitere, neue Sprache L, wie folgt:
h(a)==a h(b)=b h(c):=c
L,=h™*(L)= {a”x X = m=#,(x)+#, (x)} 0<n<m
Aus (10.1) folgt, dass die umgekehrte Anwendung einer homomorphen Abbildung auf eine regulére
Menge erneut regul &r ist:
L, e REG (10.26)

(10.25)

Wir definieren nun eine dritte Sprache:

L= L m@fg:{a"bmqos n<m+1} (10.27)
gl S
Aus (10.1) folgt, dass die Schnittmenge zweier regulérer Menge erneut reguldr ist:
L, € REG (10.28)
Wir definieren eine zweite, homomorphe Funktion h() in eine weitere, neue Sprache L, wie folgt:

h(a)=a h(b)==b h(c)=¢

L,:=h(L,)={a"b"[0<n<m} (10:29)
Wir definieren nun eine flinfte Sprache:

L= mggiChmr@% e={a”b”|n20} (10.30)

e S

Aus (10.1) folgt, dass die Schnittmenge zweier reguldrer Menge erneut regul &r ist:

L. € REG Widerspruch! (10.31)
10.1.6 Beispiel 5
Wir verwenden dieses Mal ein erweitertes Alphabet 2

z={ab,....b} k>1 (10.32)
Zu zeigen sei:

L={a,brbyb}...b0 [0<iy +i, +is+...+i, <n} & REG (10.33)
Wir fihren einen Widerspruchsbeweis durch, und nehmen an:

L e REG (10.34)
Wir definieren eine homomorphe Funktion h() wie folgt:

h(a)=a h(b):=b 1<j<n

U (10.35)

h(L)={a"b"[0<m<n|
Gemdi3 (10.1) qilt:

LeREG= h(L)<REG (10.36)
Aus (10.35) und (10.36) folgt:

h(L)={a""|0<m<n}| e REG Widerspruch! (10.37)
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Der Widerspruch entsteht durch die Aussage von (10.21).

10.2 Automaten mit e-Bewegungen

10.2.1 Einleitung

Bisher sind der deterministische endliche Automat (DFA) und der nichtdeterministische endliche
Automat (NFA) betrachtet worden, wobei der DFA lediglich ein Spezialfall des NFA war. Diese
Automaten haben sich dadurch ausgezeichnet, dass jede Transition (jeder Zustandswechsel) durch ein
Eingabesymbol xeX ausgel6st wurde.

Bei den im Folgenden betrachteten ,, Automaten mit e-Bewegungen” gibt es Transitionen, die durch
das Eingabesymbol ,, &, d.h. das, leere Wort* ausgel 6st werden.

Das Transitionsdiagramm eines derartigen Automaten kann z.B. wie folgt aussehen:

Abbildung 16 — ein Transitionsdiagramm

Bei dem obigen Automaten fiihrt aus dem Startzustand qo flr das Eingabezeichen alediglich ein
direkter Pfad zu dem Zustand q;. Allerdings filhren zahlreiche weitere Pfade flr das Eingabesymbol &
zu den restlichen Zustanden.

Das Eingabesymbol ¢ unterscheidet sich von alen anderen Eingabesymbolen, und zwar insofern, als
dass es der Automat ,,jederzeit” einlesen kann — unabhéngig von den wirklichen Eingabesymbolen.

Der obige Automat kann also fiir das Eingabezeichen ain jeden, eingezeichneten Zustand wechseln.
Um dieses Verhalten beschreibungstechnisch in den Griff zu kriegen, definiert man den Begriff der ¢-
Hulle (siehe folgender Abschnitt).

10.2.2 gHille

Man bezeichnet die Menge aller Konten p, zu denen es einen mit & bezeichneten Weg vom Knoten g
gibt, als e-Hiille(g)°.
Fir den Automaten aus Abbildung 16 gilt, dass ale Knoten vom Startzustand aus erreichbar sind,
aso:
g-Huille(dy) = {05, &, 0 G5, s G, G | (10.39)

Definitionsgemal3 ist jeder Knoten/Zustand in seiner eigenen e-Hillle enthalten. Man kann sich das so
vorstellen, als dass von jedem Knoten ein mit ¢ markierter Ubergang auf sich selber exigtiert, den man
beim Zeichnen weglasst:

k=1 (10.39)

® Im englischen: ,e-Closure®
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Auf das obige Beispiel angewendet ergibt sich die &-Hulle wie folgt:

&-Hulle von qo

Abbildung 17 — die Epsilon-Hulle im Transitionsdiagramm

10.2.3 Formale Unterschiede zum gewdhnlichen NFA
Die Definition des Automaten mit e-Bewegungen entspricht der des,,normalen* NFA:
&-NFA =(Q,%,5,q,,F) (10.40)

Der einzige Unterschied zum ,normalen” NFA ist die Ubergangsfunktion §, die nun wie folgt definiert
ist:
5:Qx(Zufe})>2° (10.42)

Die Erweiterung der Ubergangsfunktion & (die nur fiir einzelne Symbole taugt) auf ganze
Eingabeworter geschieht mit Hilfe der Ubergangsfunktion & . §(q,w) soll als Ergebnis die Menge

aler Zustande liefern, zu denen es von g aus einen mit w markierten Pfad gibt, welcher s-Kanten
beinhalten darf:

5:Qx3 —2° (10.42)
5(q,¢) = &-Hiille(q) (10.43)
YweX',aeX: 3(q,wa) = g—HUIIe(é(é(q,w),a)) (10.44)
5(Ra)=Jo(a,a) (10.45)
S(Rw)={J5(a,w) (10.46)

geR
Anmerkung: Beim Automaten mit e-Bewegungen konnen die Ergebnisse von & (g9,a) und 5(q,a)
verschieden sein; zwischen & () und &( ) muss also unterschieden werden.
10.2.4 Aquivalenz vom NFA mit und ohne &Bewegungen

Auch die &-Bewegungen erlauben es dem Automaten nicht, mehr a's reguldre Mengen zu akzeptieren.
Der Automaten mit e-Bewegungen reiht sich damit in die Klasse von NFA und DFA ein.
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Wir werden uns darauf beschrénken, zu zeigen, dass jeder NFA mit &-Bewegungen durch einen
»hormalen NFA*" ersetzt werden kann. Der Beweis in der umgekehrten Richtung ist zwar theoretisch
ebenfalls nétig, ertibrigt sich aber bei naherer Betrachtung®.

Zu einem gegebenen &NFA M =(Q,X,5,q,,F ) definieren wir einen ,normalen
NFA M'=(Q,%,5",q,,F"). Wie man an der Definition sehen kann, muss an dem Automaten nicht

viel verandert werden. Die Menge der akzeptierenden Zusténde F kann weitestgehend Gbernommen
werden, abgesehen von der Ausnahme, dass die e-HUlle von go einen akzeptierenden Zustand enthalt:

(10.47)

e Fu{o} falsdie e-Hulle(q, ) einen Zustand aus F enthalt
T F sonst

Diese Veradnderung ist nétig, weil M’ keine &-Transitionen kennt. Tritt ndmlich der Fall ein, dass die &
Hulle von g, einen akzeptierenden Zustand enthdlt, dann wirde M ja beenden, ohne ein einziges
Zeichen gelesen zu haben. Fir M’ lasst sich dies nur nachbilden, indem der Startzustand (o) selber
akzeptierend ist. Und genau das erreichen wir mit der obigen Fallunterscheidung.

Nun wird noch eine Ubergangsfunktion ¢’ bendtigt. Dazu behalten wir die bereits definierte
Funktion & bei:

5'=5 (10.48)
Wie kann das sein? Fangen wir ganz vorne an. Wir mochten zwei &quivalente Automaten erhalten.
Wir haben bereits definiert, dass beide Automaten auf der selben Menge von Zusténden operieren.
Was ist nun also naheliegender, al's auch die Ubergangsfunktion komplett zu tibernehmen? Genau dies
tun wir laut (10.48). Der Sicherheit halber werden wir aber im folgenden beweisen, dass es auch
richtig ist, was wir da tun... Wir betrachten zunéchst einmal den einfachsten Fall, ndmlich, dass die
Eingabe ein einzelnes Symbol ist: Dann folgt aus (10.44), (10.43) und (10.45):

YweX',aeX: 3(q,wa): g-HUIIe(&(S(q,W),a))

U wi=¢ga
5(q,6a)= g-HUIIe(cS(S(q,g),a))
U 5(q,¢):=-Hlle(q) (10.49)

5(q,za) = e-Hillle( 5 (£-Hulle(q),a))
U §(Ra)=Js(a.a)

qeR

3(q,$a):g-HUIle(

5( p,a)]

pee-HUIIe(q)

In klarer Sprache bedeutet das, dass 5 angewendet auf ein einzelnes Symbol a (und einen Zustand q)
nichts anderesist, als die Vereinigung der Ergebnisse von & fir jeden einzelnen Zustand aus der &-
Huille von g. Die e-Hulle von g wiederum ist nichts anderes als eine Menge von Zustanden, zwischen
denen der Automat indifferent ist. Genau dieses Verhaten ist auch die Forderung, die wir an die

Ubergangsfunktion 5" des NFA stellen. Wir haben jetzt fir den Sonderfall |x| =1 bewiesen, dass die
Forderung, diewir an die ,neue" Funktion &' stellen, durch die ,ate" Funktion 5 erfiillt werden.

Die Korrektheit fiir den Sonderfall [x|=0, d.h. x=¢ haben wir bereits bei der Definition der
akzeptierenden Zusténde unter (10.47) verbal erklart.

® Ein NFA wird ja schon dadurch zum &NFA, dass man von jedem Zustand einen mit & markierten
Pfeil auf sich selber einzeichnet. Dadurch verandert sich das Verhalten des Automaten nicht.
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Fur || >1 erbringen wir den Beweis induktiv. Da |x > 1, |&sst sich die Eingabe zerlegen
in x=wa weZX" aeX. Durch dielnduktionsvoraussetzung gilt

5’(q0,w) :5(%"”)
Weiterhin gilt:
5'(Gp,wa) = 5'(5" (0, W), a)

Aus (10.50) und (10.51) folgt:

50, wa) = 5'(5 (0, w), a)
Aus (10.46) folgt unter Zuhilfenahme der Induktionsannahme”:

=o' (a.)

geR

U &'(qa)=6(q.a)
=Js(a.a)

geR

Mit dem Wissen von (10.53) lasst sich (10.52) wie folgt umschreiben:

(cpwa) = (3(qo ), )
l §'(Ra) =U
(0, Wa) = U
<5(a
Nach der Definition von & (siehe (10.44) gilt:

Ué(p.a)=5(Ra)

peR

Damit folgt aus (10.54), (10.55) und (10.51):

' (0, wa) = U S(p,a):5(5(qo,w),a):5(qo,wa)

pes(dy,W)
U

5’(q0,wa)=5(qo,wa)

(10.50)

(10.51)

(10.52)

(10.53)

(10.54)

(10.55)

(10.56)

" Hier wird die Induktionsannahme fiir Lange(x)=1 verwendet. Da in dem aktuellen Induktionsschritt

Worter der Lange > 1 betrachtet werden, ist dieses Vorgehen erlaubt.
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11 Vorlesung vom 11. Mai 2000
11.1 Aquivalenz von endlichen Automaten und regularen Ausdriicken

11.1.1 Von regularen Ausdriicken zu endlichen Automaten

In den vorangegangen Wochen haben wir verschiedene Typen von endlichen Automaten
kennengelernt. Dabei haben wir gezeigt, dass deterministische und nichtdeterministische endliche
Automaten (DFA und NFA) sowie nichtdeterministische Automaten mit e-Ubergéngen die gleiche
Klasse von Sprachen, die reguléren Sprachen, beschreiben und beliebig ineinander konvertiert werden
konnen.

Jetzt wollen wir zeigen, dass die Sprachen, die durch reguldre Ausdriicke definiert werden, ebenfalls
aquivalent zu diesen endlichen Automaten sind. Diese Sprachen werden auch reguldre Mengen
genannt (nach dem Satz von Kleene: , Die Menge der durch reguldre Ausdriicke beschreibbaren
Sprachen ist genau die Menge der reguléren Sprachen.”)

Folgendes Schaubild verdeutlicht den Zusammenhang und die Abhangigkeit zwischen reguléren
Ausdriicken und endlichen Automaten, die wir im Anschluf3 zeigen wollen.

NFAs

- R

DFAs NFAs mit
e-Ubergangen

\Q Reguléare J

Ausdricke

Abbildung 18 - Aquivalenzkreislauf reguldre Ausdriicke - endliche Automaten

Satz:

Sei r ein regulédrer Ausdruck, dann existiert ein NFA mit e-Ubergangen, der die zum reguldren
Ausdruck gehdrende Sprache L(r) akzeptiert.

Beweis
Fur einfache reguldre Ausdriicke |&3t sich die Behauptung einfach zeigen. Wenn r die leere Menge

r=g,dasleereWort r =¢ oder ein einzelnes Zeichen r = xe X ist, dann liegt ein einfacher
reguldrer Ausdruck vor.

Zu zeigen ist, dass ein solcher regulérer Ausdruck in einen endlichen Automaten mit e-Ubergéangen
Uberfuhrt werden kann, wir konstruieren also einen solchen Automaten gemal3 der V orgabe des
reguldren Ausdrucks. Diese drei ein- oder keinelementigen Ausdriicke ohne Operator stellen
gewissermal3en den Induktionsanfang der Induktion Uber die Anzahl der Operatoren des reguldren
Ausdrucks vor.

Wenn wir zeigen kénnen, dass ein beliebiger reguldrer Ausdruck mit beliebig vielen Operatoren nin
einen NFA mit e-Ubergéangen und einem einzigen Endzustand, aus dem keine Ubergange
herausfihren, Uberfuhrt werden kann, dann existiert fir jeden reguléren Ausdruck ein entsprechender
Automat und die Aquivalenz ist bewiesen.

Fur die drei elementaren Zustande kénnen folgende Automaten gebaut werden, die einen einzigen
Endzustand haben, der erreicht wird, wenn ein Wort der Sprache L(r) erkannt wird und von dem keine
Ubergénge ausgehen.
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r={
Abbildung 19 - NFAs fir regulare Ausdriicke ohne Operatoren

Fur einen reguldren Ausdruck, der das leere Wort erkennt, geht der Automat direkt in den Endzustand
tiber, da e-Ubergange erlaubt sind. Der reguldre Ausdruck leere Menge tritt niemals in den Endzustand
ein und der reguldre Ausdruck fir ein bestimmtes Zeichen geht genau dann in den Endzustand Uber,
wenn dieses Zeichen erkannt wird.

Fir den Induktionsschritt von i - 1 auf i Operatoren lassen sich NFAs mit e-Ubergéngen fir regulre
Ausdriicke mit weniger alsi Operatoren bereits konstruieren (i > 1). Dabel muf3 zwischen drei
Verkniipfungsarten unterschieden werden

1. Vereinigung:
r=ryi+r,
2. Konkatenation:
Fr=ry-r,
3. KleenscheHille:
r=r*
11.1.2 Vereinigung zweier regularer Ausdriicke als NFAs

Gegeben sind zwei reguldre Ausdriicke r; und r, mit jeweils weniger alsi Operatoren, die reguléren
Sprachen L(r;) und L(r,) beschreiben. Nach Induktionsannahme gibt es zwei entsprechende NFAs

M, =(Q.%,,6,,0.{ f}) und M, =(Q,,%,,5,,0,.{ f,}), die diese Sprachen erkennen. Die beiden

Automaten haben voneinander digjunkte Zustande, die unterschiedlich zu benennen sind, um siein
einer gemeinsamen Zustandmenge vereinigen zu kbnnen. Damit bilden wir einen neuen Automaten als
Vereinigung von M, und M.

AL @>\
X @

r:r1+r2

Abbildung 20 - Vereinigung von regularen Ausdriicken

Zu den Zusténden der beiden Automaten kommt ein gemeinsamer Startzustand go und ein
gemeinsamer Endzustand f,, aus dem keine weiteren Ubergange herausfiihren. Die erzeugte regulére
Sprache L(r) soll entweder Worter akzeptieren, diein L(r;) oder in L(r,) enthalten. Daher geht der
konstruierte Automat beim Start von g in einem e-Ubergang entweder in M, oder in M,. GemaR

I nduktionsannahme erkennt er dort ein entsprechendes Wort des jeweiligen Automaten und verl &3t
den Teilautomaten nicht, bevor er in den Endzustand f; bzw. f, eingetreten ist. In einem weiteren
e-Ubergang geht der Automat vom Endzustand eines Teilautomaten in den gemeinsamen neuen
Endzustand f,.
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Die Vereinigung zweier regulérer Ausdriicke, die sich in NFAs Uberfihren lassen, liefert also wieder
einen reguldren Ausdruck, fir den ein NFA existiert. Formal &3t sich der Automat, der L(r) erkennt
als M ausdruicken:

M :(QlquU{qo,fo},21u22,5,qo,{ fo}) (11.1)
Die Ubergangsfunktion & ist folgendermalien gestaltet:

5(0,&) = {0y, 0 }
5({ f, fz}-g) :{fo}

Die Ubergange in den beiden Teilautomaten M, und M, entsprechen den Ubergangsfunktionen &; und
8,. Dabei werden alle Zustande aulRer den beiden Endzustéanden f; und f, betrachtet. Daf, und f,
Endzustéande von M; und M, sind, aus denen per Induktionsannahme keine Ubergange herausfiihren,
kénnen sie nicht in der folgenden Definition enthalten sein, sondern gehen gemaf3 obigem Abschnitt
mit einem e-Ubergang zum gemeinsamen Endzustand f, tiber.

6(q,@=9,(g,a furqgeQ \{f}undaeX ue

(11.2)

. (11.3)
6(q,8)=9,(g,a) furqeQ,\{f,}undacX,ue
Somit gilt der Induktionsschritt fir Vereinigung:
L(M)=L(M,)uL(M,) < L(r)=L(r,)uL(r,) (11.4)

11.1.3 Schnitt zweier regularer Ausdriicke als NFAs

Die Konkatenation zweier regulérer Ausdriicke r, und r, zu einem neuen reguléren Ausdruck r
gestaltet sich ghnlich. Seien M; und M, NFAS, die L(r;) und L(r,) akzeptieren, dannsel M ein
Automat, der die Sprachen beider Automaten konkateniert.

///A\\\ 8 ///‘\\\
M, M,
r=r.-r

1 2

Abbildung 21 - Konkatenation von reguléren Ausdriicken

Der Startzustand von M ist gleichzeitig Startzustand von M. Der Automat durchléuft in M, die
einzelnen Zustande, bis er ein Wort geméi r, erkennt und in f; tibergeht. In einem e-Ubergang geht der
Automat von f; in gy, den Startzustand von M, Uber. Hier tritt er Uber mogliche Zwischenzustdnde in
f,, den Endzustand von M, der auch gleichzeit Endzustand von M ist.

M akzeptiert also eine reguldre Sprache L (M), die gemal’ AbschluReigenschaften regulérer Sprachen
aus der Konkatenation der per Induktionsannahme reguléren Sprachen L (M) und L (M) entsteht. Fir r
existiert so ein NFA mit e-Ubergangen. Formal definiert sich M als:

M=(QuUQ,Z,UZ,,8,q.{f,}) (115)

Die Ubergangsfunktion & fiir f; ist folgendermalien gestaltet. Da f; Endzustand von My, fiihren keine
Ubergéange aus f; heraus, eine Verbindung zwischen M; und M, wird daher bendtigt.

5(f,e)={a,} (11.6)

In den beiden Teilautomaten wird & entsprechend mit 5, und &, definiert. Der Ubergang von f; wurde
bereits definiert, f, verhélt sich wiein M, und ist gleichzeitig Endzustand von M.

5(g,8)=4,(q,a) firqgeQ\{f}undaecZ Ue

(11.7)
6(q,@)=9,(g,a) furqeQ,undacX,ue
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Somit ist der Induktionsschritt fir Konkatenation gezeigt:
L(M)=L(M,)-L(M;) < L(r)=L(r)-L(r) (11.8)

11.1.4 Kleensche Hiille eines regularen Ausdruckes als NFA

Bel der Hilllenbildung (auch Stern genannt) tiber den reguléren Ausdruck ry kann ry einmal, keinmal
oder beliebig oft auftreten. Dementsprechend fuhren wir einen Automaten M ein, der den zu ry

passenden Automaten M, =(Q,,%,,8,,0,.{ f;}) erweitert.

Tritt r; keinmal auf, so geht M vom neuen Startzustand ¢ in einem e-Ubergang direkt in den neuen
Endzustand f, Uber. Andernfallsist r; mindestens einmal vorhanden und M geht in den Bereich von
M. Hier kann der reguldre Ausdruck beliebig oft wiederholt werden, davon f; mit einem e-Ubergang
in g, verzweigt werden kann. Folgen keine weiteren Wiederholungen von ry, geht M in einem weiteren
e-Ubergang in den Endzustand fo.

Abbildung 22 - Kleensche Hiille Uber reguldarem Ausdruck

M akzeptiert somit regulére Sprachen, die L(M) = L(M1)* gentigen und kann folgendermal3en definiert
werden

M =(Q U {th, fo} 21,68, 00.{ fo}) (11.9)

Die zugehorige Ubergangsfunktion & entspricht im Wesentlichen &;, muf allerdings fur die
Sterneigenschaften erweitert werden

5(0p,€) = {oav fo}
5(g.a)=0s,(q.a) firqeQ\{f} undaex, Ue (11.10)
5(f1’a):{q11 fo}

Somit ist der Induktionsschritt fur die Kleensche Hillle (oder Stern) gezeigt. Es existiert ein NFA M,
der beliebig viele Konkatenationen der von r; akzeptierten Sprache sowie das leere Wort akzeptiert.

L(M)=L(M)* < L(r)=L(r)* (11.11)

Mit den drei Féllen Vereinigung, Konkatenation und Hullenbildung ist die Induktion Uber die Anzahl
der Operatoren abgeschlossen. Verschachtelte, vollstandig geklammerte Ausdriicke kénnen mit Hilfe
der AbschluRReigenschaften in diese Grundformen zerlegt werden.

11.1.5 Beispiel: Konstruktion eines NFA mit e-Ubergéangen fur einen reguldarem
Ausdruck

AlsBeispiel betrachten wir einen reguléren Ausdruck r = 01*+1. Mit vollstandiger Klammerung und
Aufspaltung in die Operationen Vereinigung, Konkatenation und Stern sowie Substitution mit
symbolischen Ausdriicken r; (ihrerseits wieder regulére Ausdriicke) erhadlt man
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ol +1= o(1*))+1

Il
-
N
—
s
~—
~—
+
o

Mb)+1 (11.12)

S0 zerlegt lassen sich fir jeden Ausdruck r; wie im vorangegangenen Abschnitt beschrieben
Automaten konstruieren und diese dann zusammensetzen. Dabei beginnt man mit dem am weitesten in
der Klammerhierarchie innenliegenden Ausdruck r; und erweitert den Automaten immer um weitere
Zustande fiir die umgebenden Ausdriicke.

Fir ry ist die Operation Stern anzuwenden, daher konstruiert man einen Automaten mit 4 Zustanden,
einem Start- und einem Endzustand g, und g4, sowie zwei weiteren Zustéanden g, und gs. Vom
Startzustand ¢, kommt man in einem e-Ubergang zu g, oder direkt zum Endzustand g (Ieeres Wort).
Mit einer 1 kommt man zu gz und von dort per e-Ubergang zu g zuriick (Stern) oder zum Endzustand

Q.

Abbildung 23 - Automat fir 1*

Die Konkatenation (Und) von r, und r4 benétigt lediglich zwel weitere Zusténde gs und g, die vor den
Automaten fir r, geschaltet werden. Von gs geht der Automat nur in g Uber, wenn eine 0 als Zeichen
anliegt. Von gs gelangt der Automat in einem e-Ubergang in ¢, den Anfangszustand des oben
beschriebenen Automaten. Dadurch ergibt sich folgender Automat

Abbildung 24 - Automat fur 01*

Der noch verbleibende Ausdruck rz mufd mit rs = r-r;* in Vereinigung (Oder) aufgehen. Dazu benétigt
man einen neuen Startzustand ; und einen neuen Endzustand gs. Fur die Konstruktion eines
Automaten, der r3 erkennt, ben6tigt man weitere zwei Zusténde gy und ¢0. VOm neuen Startzustand g,
gehen e-Ubergange zu den Startzustéanden der beiden alternativen Automaten gs und de. Genauso
gehen von den Endzustanden der Teilautomaten g, und oo e-Ubergange zum neuen Endzustand ge.
Weiter tritt der Automat von go bel Zeichen 1 in den Zustand qyo.
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Abbildung 25 - Gesamter Automat

Fir den reguléren Ausdruck 01*+1 exisiert wie gezeigt ein endlicher, deterministischer Automat mit
e-Ubergéngen, der folgende Definition hat. Fiir die zehn Zusténde gibt es einen Startzustand g; und
einen Endzustand gg. Die Ubergangsfunktion entspricht dem oben aufgefiihrten Graphen fuir den
gesamten Automaten.

M = ({Ch\ ey Cho ) 1245, { G }) (11.13)

Auf diese Weise lassen sich fiir alle reguléren Ausdriicke DFAs und NFAs konstruieren, die die
gleiche Sprache wieder regulére Ausdruck erkennen.

11.1.6 Von endlichen Automaten zu regularen Ausdriicken

Gemal3 der Darstellung des Schaubildes zu Beginn des Protokolls, haben wir gezeigt, das sich regulédre
Ausdriicke in nichtdeterministische Automaten mit e-Ubergangen umwandeln lassen. Aus
vorangegangenen Protokollen ist bekannt, dass DFAS, NFAs und NFAs mit e-Ubergangen aquivalent
sind. Jetzt ist der Weg zurtick zu den reguldren Ausdriicken zu zeigen, der letzte Pfeil im Schaubild
von DFAs zu reguldren Ausdriicken.

Satz:

Wenn eine Sprache L von einem DFA akzeptiert wird, dann &1}t sich diese Sprache L durch einen
reguldren Ausdruck r beschreiben.

Beweis

Esist zu zeigen, dass der zu bestimmende reguldre Ausdruck r die gleiche Sprache beschreibt wie der
gegebene Automat M, also L(r)=L(M) gilt. Sei M ein endlich deterministischer Automat, dessen

Zustdnde von 1 bis n durchnummeriert sind und g, der Startzustand ist.

M=(Q,%,0,q,,F

(Q%.0.6.F) (11.14)
Q={4, %0}
RY, seien Sprachenmit i, j e{1,...,n}und ke {1,...,n} , diewir durch regul &re Ausdriicke beschreiben
wollen. R, enthalt alle Worter x, die den Automaten von Zustand g tiber verschiedene

Zwischenzustande nach ¢ tiberfihren. Dabei seien ¢ die besuchten Zustande® und es gelte | < k fir
alle Worter x.

R, ={xd*|5(qi,x) = g, mit Zwischenzustanden g \{q, g, }|I < k} (11.15)

8 Besuchen bezeichnet hier in den Zustand einzutreten und wieder herauszutreten
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Diese Sprachen R konnen rekursiv definiert und per Induktion Uber k bewiesen werden. Fir k =0 as
Induktionsannahme geht der Automat direkt von Zustand g; nach g; ohne dabei Zwischenzusténde zu

besuchen, dakein Zustand g, mit p < 0 existiert. Fir den Fall i = j enth&lt die Sprache R‘?j dle
Zeichen, fur die der Automat beginnend in g; direkt in g; Ubergeht.

R’ ={aeX[s(q,2)=q} (11.16)

Fir den Fall, dass i = ] gegeben ist, erkennt der Automat alle Zeichen ohne tiber Zwischenzustéande zu

gehen, bel denen er von q; in g; geht, also im gleichen Zustand verbleibt. Im ,, Zustand Verbleiben”
heil3t aber auch, dass der Automat keinen Zustandswechsel macht und so dass leere Wort zur Sprache
gehort

R ={¢}u{aez|s(q.a)=q} (11.17)

Fur diese Félleist R’; eine endliche Menge von Zeichen und ein regularer Ausdruck 186 sich

aufstellen. Die Induktionsannahme ist damit bewiesen. Ein entsprechender regulérer Ausdruck besteht
aus der Veroderung der auftretenden Zeichen sowie dem leeren Wort, falls i = j

i#zj: rh=a+a,+..+3

(11.18)
i=j: rl=a+a+..+a+e

Fur den Induktionsschritt von k auf k+1 verwenden wir die Rekursionsgleichung und setzen Rfj as
gegeben voraus.

erl = Rkj Y R%l«-l( Rti(+1,k+1 )* Rf+1,j (11.19)

Worter x, bei denen der Automat von g; nach g; tbergeht, mussen den Zustand g1 nicht passieren.
Dann wird dieser Zustand nicht bendtigt und die Sprache R'fj*l 1803t sich durch das bereits bewiesene

R ; ausdrticken. Wird der Zustand bendtigt, geht der Automat von ¢ in g1 Uber und kann innerhalb

von (Rkkﬂ,m)* O«+1 beliebig oft aufgerufen werden (Stern, Kleensche Hiille). Anschlief3end tritt er in g
ein und erkennt somit Worter, bel denen der Automat durch g+, a's Zwischenzustand geht.

Ein entsprechender regul&rer Ausdruck r™* fur die Sprache R** 183t sich aufstellen, dadie

]
Rekursionsgleichung nur die Operationen fur regulére Ausdriicke Vereinigung, Konkatenation und
Hullenbildung enthalt. Nach Induktionsannahme beschreiben die reguléren Ausdriicke fir k bereits
regulére Sprachen. Die Anwendung der Operationen auf reguléren Ausdriicke ergibt wieder regulére
Ausdriicke genauso wie die Anwendung der Operationen auf regulére Sprachen wieder eine regulédre
Sprache ergibt (siehe Abschluf3eigenschaften). Damit 182t sich der folgende regulére Ausdruck
aufstellen

T krl = ( rif(j + ri%k+1(rki<+1,k+1) rkk+1,j ) (11.20)

Der Induktionsschritt ist damit bewiesen und es lassen sich beliebige regulére Ausdriicke aufstellen,
die Teilmengen von L (M) beschreiben. Fir dem Automaten M betrachten wir jetzt alle Worter, die
den Automaten vom Startzustand g, in einen Endzustand g; Gberfiihren und dabei alle n Zustande des
Automaten (siehe Definition am Anfang des Beweises) besuchen. Die Menge dieser Worter ist die
Sprache, die der Automat erkennt.

L(M)=JR] (11.22)

g eF
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Damit &/}t sich analog zum vorangeganen Abschnitt ein reguldrer Ausdruck konstruieren und so der
Beweis abschlief3en. Fir die moglichen Endzustande

F :{qillqizi""qip} (11'22)

verwenden wir die Indizesiy,iy,...,i,. Der regulére Ausdruck ist so die Veroderung regul érer
Ausdriicke, die die Worter beschreiben, bei denen der Automat in jeweils einem gemeinsamen
Endzustand hlt.

n

P=r +0 o0 (11.23)
Somit wurde wurde gezeigt, dass man zu einer von eéinem DFA M akzeptierten Sprache L(M) einen
reguléren Ausdruck r angeben kann, der die gleiche regulére Sprache L(r) = L(M) beschreibt.

Regulére Ausdriicke, endliche deterministische, endliche nichtdeterministische sowie endliche
nichtdeterministische Automaten mit e-Ubergéangen sind somit wie im heutigen und den
vorangegangen Protokollen gezeigt, aquivalent und beschreiben die Menge der reguléren Sprachen.
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12 Vorlesung vom 16. Mai 2000
12.1 Wiederholung der letzten Vorlesung

12.1.1 Abschlusseigenschaften

Fur die folgenden Sprachen soll Uberpriift werden, ob sie zur Klasse REG der reguléren Sprachen
gehdren.

Beispiel 1
Wir wissen, dass die Sprache L ={a"b"|n>0} nicht regular ist, folgt daraus, dass die Sprache
L'= {a"cbn |n > 0} auch nicht regulér ist? Der argumentative Beweis nach Myhill-Nerode sieht wie
folgt aus:

L, ={a"ct"|n>0} ¢ REG « L,={a""| n>0} ¢ REG (12.1)
Esist nun zu zeigen, dassder Index(L,) unendlichist. Diesist aber leicht zu sehen, wenn man die

Woérter der Sprache, als Zusammensetzung aus a'c und b' fir alle i sieht. Esist Fakt, dass es
unendlich viele Worter a'c gibt. Somit ist der Index unendlich und damit L, ¢ REG .

Beispiel 2
Nun ist die Frage, ob auch die Riickrichtung gilt. In anderen Worten gilt:
L, ={a'ch"|n>0} ¢ REG= L, ={a'b"| n=0} ¢ REG (12.2)

Nehmenwiran L, = {a”cb” |n > 0} ¢ REG sei regulér. Sei weiterhin h ein Homomorphismus, welcher
die folgenden Abbildungen durchfihrt:
h(a)=a
h(b)=b (12.3)
h(c)=¢
Bildet man nun die Sprache:
L'=h™(L,) (12.4)
und vereinigt diese mit beliebigen Folgen der Form a'cb’ so ergibt sich die Sprache:
L"=L'na'ch’ (12.5)

Diese ware aufgrund der Abgeschlossenheit der Reguléren Sprachen immer noch regulér. Jedoch kann
man diese Sprache auch umformulieren zu:

L"={a"ch"|n>0} (12.6)
Jedoch wissen wir, von unserer Annahme, L, = {a”bn | n= 0} sei regulér, dass diese falsch ist. Somit
kann auch die Sprache L, = L"={a"ch"[n> 0} nicht regul&r sein.
Beispiel 3:
Man kann weiterhin zeigen, dass gilt:

L, ={a"ct"|n>0} ¢ REG= L, ={a"b'c"d’|n,r,s> 0} ¢ REG (12.7)
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Angenommen die Sprache L, wére regulér, dann wére auch die Sprache
L'=L,nabcd
) (12.8)
L'={a"oc"d*|n,s> 0}
regul&r. Nun kann man einen Homomorphismus hverwenden mit den Abbildungen:
h(a)=a
h(b)=c
h(c)=b
h(d)=¢

(12.9)

Sei nun L" die Sprache, welche erzeugt wird, indem man den Homomorphismus auf die Sprache L'
anwendet:

L"=h(L')={a"cb"|n>0} (12.10)
Diese musste auch regulér sein, dawir jeweils nur strukturerhaltende Operationen verwendet haben.
Wir wissen jedoch, dass die Sprache bestehend aus Wortern der Form {a"cbn |n > O} nicht regulér
somit ergibt sich ein Widerspruch.
Beispiel 4:
Gilt:

L ={a'ch"|n>0} e REG= L, = {wjwe{ab} #,(w)=2#,(w)|« REG?  (1211)

Angenommen, dass L, regulér ist, dann ist auch die Sprache:
L'=L,nab
g (12.12)
L'= {az”b”|n2 O}

regulér. Wieder definieren wir einen Homomorphismus mit den Abbildungen:
h(a)=aa
h(b) =b (12.13)
h(c)=¢

Sei nun L" die Sprache, welche erzeugt wird, indem man den inversen Homomorphismus auf die
Sprache L' anwendet:

L"= h‘l(L')

Man definiert nun:

L"=L"na'ch (12.14)
)

L":{a”cb”|n20}

Diese musste auch regulér sein, dawir jeweils wieder nur strukturerhal tende Operationen verwendet
haben. Wir wissen jedoch, dass die Sprache bestehend aus Wértern der Form {a”cb” |n > 0} nicht

regulér somit ergibt sich ein Widerspruch.
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Beispid 5:
Zum Schluss gilt noch zu Uberprifen, ob:
L, ={a""|n>0} ¢ REG= L, ={a"b"|0< m< n} ¢ REG (12.15)
Wieder nehmen wir zunéchst an, dass die Sprache L, regulér sei. Dann ist auch die Sprache:
L'=ab’ N, ={a%"0<n<m] (12.16)
reguldr. Durch Konkatenation bilden wir:
L"={a} L':{a”bm|0< n< m}
L"=L,nL"={a"%"|n>1} (12.17)
L"=L"n{e}

Dannsind L™ =L, . Doch wiederum gilt, da die Sprache L, nicht regulér ist, dassauch L, nicht
regulér ist.

12.2 Beispiel zur Umwandlung eines Automaten dem entsprechenden
Regularen Ausdruck

In diesem Abschnitt beschéftigen wir uns hauptséchlich mit dem folgenden Automaten:

-~ = --\-\-\-\-"'-\.\_\__\_\-.
p - - x,__khh
.'-’-' "'\-\_\*
H T "f’ _::-"-"'?b\ P =,
\a i/ \H 0 7 N 0 Y. &
- | |I ol Q ! |I N II I|'|II
A‘l' g / \ 2 |;'I g NE i
1\\-‘_\__ ___'__.--"‘J'-fI -l‘%::._\_\__\_T__:.-___’_.’-'/ 11;‘\:‘:___7::-?.-{
""1-.
‘\\Rﬁ — 0 __..-r’"fff o —— 0.’]._____.#-’#;

Abbildung 26: der endliche Automat des Beispiels

k=0 k=1 k=2
s € & (00)

kK g c+00 (00)*

s 1 1+01 01
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k=0 k=1 k=2
m 9 9 (0+1)(00)0

rp 0+1 0+1  (0+1)(00)

s € & £+(0+1)0'1

Sei M der abgebildete endliche Automat. Die Wert r”.k Viundj, undk =12 oder 3 sindin Tabelle 1
abgebildet. Dabei wurden die reguldren Ausdriicke vereinfacht, und zwar in der Form:
(r+s)t=rt+st oder (¢+r) =r . Zum Beispiel ergibt sich fir r,,":

R =1 (1) 1+ =0(e) 0+ e (12.18)
Ebenso ist:

e = (1) T+ 1 =0(e +00) (1+01) (12.19)
Bedenkt man, dass (& +00) =(00) und weiterhin gilt 1+ 01= (s +0)1, dann ist:

ry =0(00) (£+0)1+1 (12.20)

Daweiterhin der Ausdruck (00)* (&+0) aquivalent zu O ist, ergibt sich fur 0(00)* (e+0)1+1
zunéchst 00'1+1 und schliellich 0°1. Die Reguldren Ausdrucke fiir M ergeben sich aus den
akzeptierenden Zustanden. Alsoist r,,° +1,,> zu bestimmen. Mit:

, = I, (r332 ) [
= 01(s+(0+1)0'1) (0+1)(00) +0(00) (12.21)
= 01((0+1)0'1) (0+1)(00) +0(00)
und
e = fy (r332 ) I
= 01e+(0+1)01) (+(0+1)01)+01 (12.22)
= 01((0+1)01)
ergibt sich dann:
o +1,’ =0 ((0+2)02) (2+(0+1)(00) ) +0(00) (12.23)

Dies stellt den Regul&ren Ausdruck fir den Beispielautomaten dar.
12.3 Endliche 2-Wege Automaten

Dieser Abschnitt dient nur zur Information, da diese Automaten kein Thema dieser Vorlesung sein
sollen. Deterministische endliche Zweiwegautomaten sind definiert als Quintupel M =(Q,%,5,0,,F)

unterschiedlich zum ,,normalen* DFA ist hier zum einem dass die Ubergangsfunktion neben einem
Zustand noch eine Laufrichtung zurtickgibt, in welcher der néchste Zustand besucht werden soll. & ist
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asoauf Qx X" — Qx{L,R} definiert. Eskann jedoch gezeigt werden, das ein und zwei-Wege
endliche Automaten gleichwertig sind.
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