Theoretische Informatik 2

5 Vorlesung vom 20. April 2000

5.1 Uber die Aquivalenz von DFA und NFA*

Dajeder DFA ein NFA ist, ist es klar?, dass die Klasse der Sprachen, welche ein NFA akzeptiert die
Sprachen enthélt, die von einem DFA akzeptiert werden. Es stellt sich jedoch heraus, dass auch nur
diese Sprachen von NFA akzeptiert werden. Der Beweis dafiir baut darauf auf, dass gezeigt werden
kann, dass ein DFA einen NFA simulieren kann. (Fur jeden NFA kann ein equivaenter DFA
konstruiert werden.) Der DFA simuliert einen NFA indem die einzelnen Zustdnde des DFA den
Mengen von Zustdnden des NFA entsprechen. Der so konstruierte DFA Uberwacht all die Zusténde,
die der NFA durch die selbe Eingabefolge erreichen (wie der DFA) kdnnte. Somit gelangt man zu dem
folgendem Theorem:

5.1.1 Theorem

Wenn L eine akzeptierte Sprache fir einen nichdeterministischen endlichen Automaten ist, dann
existiert ein deterministischer endlicher Automat, der auch L akzeptiert. In anderen Worten: Sei

L — =" eine Sprache, dann sind folgende Aussagen gleichwertig:
1. L=T(M,) fur einen deterministischen endlichen Automaten M,

2. L=T(M,) fir einen nichtdeterministischen endlichen Automaten M,

5.1.2 Beweis des Buches

Sei M =(Q,%,5,q,,F) ein NFA, welcher die Sprache L akzeptiert. EinDFA M '=(Q"%,5",9',,F )
sei dann wiefolgt definiert: Die Zusténde von M ' sind alle Teilmengen der Menge der Zusténde von
M. Das heif}t: Q'=2°. M 'wird ale Zustdnde behandeln, welche auch M behandeln kann. F'ist die
Menge, der Zusténde von Q', welche einen Endzustand von M enthalten. Ein Element von Q'wird

dargestellt, as [, 0,....,G |, wobei q;,0,,...,q aus Q stammen. Zu beachten ist, dass [q,,0,.....G |
ein einziger Zustand des DFA darstellt. Weiterhinist g, =|q,].

Wir definieren nun:

5'=([o %0 ).2) =] P v P | (5.1)
dann und nur dann, wenn:
§=({o %0 }2) = {Pi Poreos Py} (5.2)

In anderen Worten, &'angewendet auf [q,,0,,...,0 | von Q'wird berechnet, durch anwenden von

o auf jeden Zustand von Q, welcher durch [c:,l,qz,...,qi ] reprasentiert wird. Durch das Anwenden von
6 auf dle q,,q,,...,q und vereinigen der Ergebnisse, erhalten wir eine neue Menge von Zustanden,

Py, Pys-.., P; - Diese neue Menge hat einen Vertreter [pl, [T pj] in Q" und dieser ist der Wert von
5'=([0 GG ).

Es lasst sich nun durch Induktion Gber die Lange eines Eingabestrings x zeigen, dass

5'(9'6, %) =[ % %s---, G ] (5.3)

1 vgl.: INTRODUCTION TO AUTOMATA THEORY, LANGUAGES AND COMPUTATION by John E.
HOPECROFT and Jeffrey D. ULLMAN pages 22f

% Ein DFA ist ein Spezialfall des NFA, bei dem es fir jeden Zustand eine einzigartige
Ubergangsfunktion fiir jedes Symbol gibt.
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dann und nur dann gilt, wenn:

5 (0, X) = {0, Gy, O } (5.4
I nduktionsverankerung:
Man sieht leicht, dass fiir |x = Odie Behauptung gilt, da q', =[q, ] und xgleich & sein muss,

I nduktionsschritt:

Angenommen, die Behauptung ist wahr fir Eingaben der Lénge < m. Weiterhin sei xa eine Kette der
Lange m+1 mit ain X. Dann gilt:

§'=(a',xa)=5"(5"(a%.x).a) (5.5)
Aufgrund der Behauptung ist:

50’ X)=[ Py Pyoeer By ] (5.6)
dann und nur dann wahr, wenn:

5(d0,x)={py, 0., P} | (5.7)
gilt. Doch mit der Definition von &'gilt:

5'([p1, pz,...,pJ,a):[rl,rz,...,rk] (5.8)
dann und nur dann, wenn:

6({p1, pz,...,pj},a):{rl,rz,...,rk} (5.9)
gilt. Somit ist:

5'(a'g.xa)=[r, ... ] (5.10)
dann und nur dann, wenn:

S (0, Xa) = {1,101} (5.12)

und das unterstiitzt die Behauptung. Um den Bewei's zu vollenden, muss nur noch hinzugefiigt werden,
dass 5'(q'y,X) genau dann zu F ' fuhrt, wenn &(q,,X) einen Zustand von Q enthalt, der in F liegt.
Somitist L(M)=L(M")

Soweit der Beweis des Buches, in der V orlesung haben wir den Beweis nur geringfiigig anders gehért.

5.1.3 Beweis der Vorlesung

Zur Wiederholung hier noch einmal den zu beweisenden Satz: Sei L < X" eine Sprache, dann sind
folgende Aussagen gleichwertig:

1. L=T(M,) fur einen deterministischen endlichen Automaten M,
2. L=T(M,) fir einen nichtdeterministischen endlichen Automaten M,

» Hinrichtung*:
Zuerst zeigen wir hier, mit einfachen Definitionen, aus 1 folgt 2. Gegeben sei ein DFA
M, = (Ql,z,él,qo(l),Fl) mit &,:Q, x< — Q,. Dieser Automat akzeptiert die Sprache L =T(M,) nach

Definition. Nun definieren wir uns dazu einen NFA M, =, (Ql,z,éz,qo(l) : Fl) mit einer

Ubergangsfunktion &,:Q, x< — P(Q).
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Diese Ubergangsfunktion ist wie folgt definiert:
5,(9,0) = {51((]'0')} (5.12)

Aus dieser Definition folgt nun schon, dass M, ein nichtdeterministischer Automat ist. Der einzige

Unterschied zum DFA besteht darin, dass die Ubergangsfunktion so definiert ist, dass sie eine Menge
von Folgezustanden liefert. In unserem Fall sind dies jedoch alles einelementige Mengen.

Durch Induktion Gber alle n> 0kann man dies zeigen:

5, (Gor %+ %) ={P} < 6,(Gp, %%, )= P

fl

xeT(M,) < 5,(Gp, X)NF %0
= Jp: 3,(0, X) = { p} ch (5.13)
=S Jp: 5,(%.X)=peF,
< xeT(M,)

:>T(M2):T(Ml): L

In diesem Beweis ist ausgenutzt worden, dass ein Wort nur dann von einem NFA erkannt wird, wenn
die Menge von { p} eine Teilmenge von F, ist. Dies bedeutet fur einen gleichwertigen DFA, dass

dieses p e F, sein muss, um akzeptiert zu werden. Dies war bei uns nach Definition der Fall.

Ruckrichtung:

Nun bleibt noch zu zeigen, dass der umgekehrte Fall gilt. Sprich, wir haben einen NFA gegeben und
wollen daraus einen DFA konstruieren. (Aus 2 folgt 1): Hier sei ein NFA M, :(Q2,2,§2,q0‘2’,F2) mit
einer Ubergangsfunktion &, : Q,xx X — P(Q,) gegeben. Auch dieser Automat soll nach Definition die
Sprache L=T(M,) akzeptieren.

Wir definieren nun einen DFA M, wiefolgt:

M, =or (P(Q). .6, {0}.F,)

F =0 {A|A; QA (ANF, ¢®)} =FcP(Q)
5,:P(Q,)x= > P(Q,)
5,(Ac)=Jd(p.o).o ez, AcP(Q)

peA

(5.14)

Der so definierte Automat ist ein deterministischer endlicher Automat. Nun bleibt zu zeigen, dass
jeder Zustand, den der DFA erreicht, der Menge von Zustéanden entspricht, die der NFA erreicht hétte:

d, ({ 0,7 } : x) =5, (qo(z) , x) vxex' (5.15)

Dieswird wieder durch Induktion Uber die Lange der Eingaben bewiesen.
I nduktionsbehauptung:

S ({a”} %% ) =86 %0, (5.16)
I nduktionsver ankerung (n=0):
51({q0<2>} ,g) = 5,(0,?,£) Man sieht leicht, dass fiir leere Eingaben der Definition der & -Funktion

(2

nach das selbe Ergebnis (das Bleiben im Startzustand ¢, ') erreicht wird.
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Induktionsschritt (n— n+1):

8 ({0} %+ %X

a(af{a”hoxx ) %

= 51(52(QO(2)7X1"'Xn)’Xn+1)
= U alpxa) (5.17)

p<dy (a0 x|

= 52(qo(2)1X1"'Xan+1)

Bei diesem Beweis haben wir folgendes Wissen angewendet. Da es ein DFA ist, nimmt man den
Zustand, der mit den ersten n Symbolen (Von diesen wissen wir aufgrund der Behauptung, dass fur
diese die Ubergangsfunktion &, gleichwertig mit &, ist.) erreicht hat und vereinigt diesen mit dem
Zustand, der durch das n+1. Symbol erreicht wird. Und die Vereinigung der Teilmengen der ersten
{1...n} Symbole zusammen mit dem Symbol x,,, ist gleichbedeutend mit der Ubergangsfunktion

6, angewendet auf die Symbole {l. ..n+ 1} . Nun ist noch zu zeigen, dass auch die selben Worter
akzeptiert werden.

vxeZ xeT(M,) < 52<q0(2),x)mF2¢®
=N 52(q0(2),x)e F
=N 51({q0(2)},x)e F (5.18)
< xeT(M,)
:>L=T(|V|2) = T(Ml)

Auch dieser Beweisist wieder mittels der Definitionen von 6, geftihrt worden.

Somit steht fest, dass es fir alle nichtdeterministischen endlichen Automaten M =(Q,X,5,0,,F) ein

deterministischer endlicher Automat M '=(Q",%,6,q',,F ") existiert fur den die folgenden zwei
Aussagen gelten:

1L T(M)=T(M")
2. Q=2

Die erste Aussage haben wir eben bewiesen. Die zweite Aussage folgt aus der Betrachtung der
madglichen Potenzmenge. Hier der kurze Induktionsbeweis.

I nduktionsbehauptung:

Fur alle n>0 mit [S|=n gilt |P(S)[=[2°|=2%.
I nduktionsver ankerung:

Firr n=0 gilt P(S)={@}, |P(8)|=1=2".
Induktionsschritt (n— n+1):

Bei der Betrachtung der Symbole {s,...,s,,s,., | steht folgendes fest. Die Anzahl der Teilmengen ohne
s,,, betragt 2". Die Anzahl der Teilmengen mit s,,, betrégt 2". Zusammen gibt dies:
2"+ 2"=2.2"=2"" Damit ist die Behauptung gezeigt.
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5.1.4 Beispiel 1 (Konstruktion eines DFA aus einem NFA)

Abbildung 7 — ein nichtdeterministischer, endlicher Automat M

Dieser Automat akzeptiert offensichtlich die Sprache T(M )= {(ab)n [n> 1} U {(abb)n In> 1} .

Ein deterministischer endlicher Automat kénnte so aussehen:

& ) a {qd.}
aabL

Abbildung 8 - Der DFA, der zu' M aquivalent ist

In diesem Beispiel hat der DFA M ' 9 Zustande, wéhrend der NFA M 6 Zusténde hatte. Und das
liegt noch einiges unter den maximal 2° mdglichen Zustanden.
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5.1.5 Beispiel 2 (Konstruktion eines DFA aus einem NFA)

Hier nun ein etwas komplexeres Beispiel. Es soll ein NFA umgewandelt werden, der die Sprache
L, ={02)" -{1}-{0,2}° akzeptiert. Ein solcher NFA kann so aussehen:

0 1 1 0.1

N

0,1
Abbildung 9: NFA zur Sprache L,

0,1 3 0,1 A

Einen DFA fir die Sprache bildet dann:

0 0 {0.3,4} %1 exitvon 10,3}
" 0 023 < o
140,134 —=» exitvon {0,1,3}

{0} 1, {0,1} 1, {0,1,2}

\ 0 10,2,3,4} 40’1b exit von {032:3}
(0.12.3} <
0 Tl 0sa/— 0L exitvon {0,1,2,3}
0 (02,4} 0.1 » exit von {0,2}
0 | 02 ’

{02} —+ {01,3}

: L 0.1
0 (0124} —>=» exitvon {0,1,2}

{0,3} —{0,1,4}

exit von {0,1}

0

¥

{0.4}

Abbildung 10: der aus dem NFA erzeugte DFA fiir die Sprache L4

Bel diesem Beispiel bendtigt der NFA 5 Zusténde, der DFA jedoch 16 Zustande. Es stellt sich nun die
Frage, ob diese Konstruktion auch wirklich minimal ist.

5.2 Satz Uber die Minimierung von Zustanden
Fur ale n>1 gilt: Die Sprache L, = {O,l}* ~{1}-{0,1}”7l kann von einem nichtdeterministischen

Automaten mit (n+1) Zustanden akzeptiert werden. Dann folgt fir jeden deterministischen
Automaten M =(Q,%,5,0,,F) mit der Sprache L, =T(M) =|Q[>2".

Beweis:

Sel L, = {O,l}* {1 ~{O,1}"{L gegeben. Weiterhin auch ein NFA M der diese Sprache akzeptiert, also
L, =T(M). Ein Graph dieses Automaten kann wie folgt aussehen:
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0.1

1 0.1, 0.1

Abbildung 11: NFA fir die Sprache Ln

Sei nun weiterhin M =(Q,X,5,q,,F ) ein DFA, der die selbe Sprache akzeptiert, also L, =T(M).

Behauptung: Jedes Wort des moglichen Eingabeal phabetes (von 2" mdglichen Wortern) muss von
dem Automaten unterschieden werden kénnen.

VX, ye{01": x#y=5(0y, X) # (0, Y) (5.19)

Angenommen zwei gleichlange Wérter aus {0, 1}" , die unterschiedlich sind (d.h. sie unterscheiden
sich nach einigen gleichen Zeichen an einer Stelle, danach folgt ein Wort z) hétten dieselben
Nachfolgezustande.
xye{0l" Ax=y
= Xx=x 112
y=y, 0 z (5.20)
%] =[%
angenommen: (0, X)=5(0,Y)

Dann werden entweder beide Worter akzeptiert, oder aber keines. In beiden Fallen macht der Automat
einen Fehler.

= 5(q0,x1 1z O”"Z"l) = 5(q0,x 0”’1"2‘)

- 5(5(q0,x),o”+‘2‘) = 5(5(%,y),0”+‘z‘)

= 5 (qo,y 0”'1"2‘) = (qo,y1 z O”'l"z‘) (52
= xllﬂ”:l_"i‘eT(M) 2N yloﬂeT(M)

n-1 n-1

Der Widerspruch liegt darin, dass x 1 z 0" Element der Sprache L, ist, y, 0 z 0"*" jedoch
nicht, trotzdem wird fir beide Worter die selbe Entscheidung getroffen, folglich bendtigt man fir
unterschiedliche Eingabeworter unterschiedliche Zustéande. Die maximale Anzahl der Zusténde

betragt, wie schon vorher gezeigt 2".
x 1z 0™ el
y, 0z 0" gL,

. 5.22
= VX, ye{01}" :x#y=5(0,X)#5(0Y) (5.22)

fo”

=2"=|Q[>2"
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6 Vorlesung vom 25. April 2000

6.1 Nachtrag zur vorherigen Vorlesung
Gegeben ist die folgende (regulédre) Sprache:
T(M)={(ab)"[n>1} {(abb)"[n>1| 6.

Korollar:

Esgibt fir jede dieser Sprachen einen nichtdeterministischen, endlichen Automaten, welcher mit n+1
Zustanden auskommt:

vn>1:

ANFAM=(QZ,6,0,,F) mit L, =T(M)A|Q=n+1 2

Es gibt fUr jede dieser Sprachen einen deterministischen, endlichen Automaten, welcher mit weniger
as 2™ Zustéanden auskommt:

vn>1:

ADFAM=(QX,5,0,,F) mit L, =T(M)a|Q<2" (6.3)

Jeder deterministische, endliche Automaten, der eine dieser Sprachen beschreibt, besitzt mindestens 2"
Zustande.

vn>1:
v DFAM=(Q,6,0,F): L,=T(M)=[Q[>2"

n

(6.4)

Satz:

Esgibt fur jede dieser Sprachen einen nichtdeterministischen, endlichen Automaten, welcher mit n
Zusténden auskommit:

Yn>1:

INFAM=(QX,6,0,,F) mit L =T(M)A|Q=n (63)

Jeder deterministische, endliche Automaten, der eine dieser Sprachen beschreibt, besitzt mindestens 2"
Zustande.

vnz1:
¥ DFA M=(QZ,5,0,,F): L,=T(M)=|Q[>2"

n

(6.6)

Beweis:
Der Beweis gestaltet sich umfangreich, deswegen wird an dieser Stelle darauf verzichtet.

6.2 Mathematischer Hintergrund

6.2.1 Erweiterung des Begriffes , Aquivalenzrelation®

Man spricht von einer ,, Aquivalenzrelation”, wenn eine Relation reflexiv, transitiv und symmetrisch
ist, und von einer Ordnung, wenn eine Relation reflexiv, transitiv und antisymmetrisch ist. Zum
Beispid ist die normale Vergleichsoperation auf der Menge der reellen Zahlen (,=") eine
Aquivaenzrelation, und die kleiner-gleich-Operation (,<*) eine Ordnung.

Unter dem ,, Index* einer Aquivalenzrelation versteht man die Maximal zahl paarweise verschiedener
Aquivalenzklassen.
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6.2.2 Rechts-Invarianz

Eine Aquivalenzrelation Rc Sx S auf einer algebraischen Struktur (S,) mit einer bindren
Verknipfung o: Sx S— S heildt ,rechts-invariant"

<D_—f>ny:>VZeS:(on)R(yoz) (6.7)
eS eS

6.2.3 Links-Invarianz

Eine Aquivalenzrelation Rc Sx S auf einer algebraischen Struktur (S,o) mit einer bindren
Verknipfung o: Sx S— S helifdt ,links-invariant*

S XRy=Vze S:(zox)R(zoY) (6.8)
Df —_—  —
€S eS

6.2.4 Kongruenzrelation
Eine Aquivalenzrelation Rc Sx S auf einer algebraischen Struktur (S,) mit einer binaren
Verknipfung o: SxS— S heifdt ,,Kongruenzrelation®:

R Kongruenzrelation <> xRy = VYW, ze S:(Wo X0 Z)R(Wo yo ) <
eS eS (69)
< (Rist rechts-invariant) A (R ist links-invariant)

Eine Kongruenzrelation ist eine mit der Struktur vertrégliche Aquivalenzrelation. Zum Beispidl ist auf
dem Korper der reellen Zahlen die Gleichheitsoperation (,,=") bezliglich der Operationen
L»Addition” (,+*) und ,Multiplikation” (,-*) eine Kongruenzrelation:

a=b=vxyel (x-a-y)=(x-b-y),(x+a+y)=(x+b+y) (6.10)
6.2.5 Quotientenmenge

Eine,, Quotientenmenge" wird auf Basis einer Menge, und einer Kongruenzrelation definiert. Man
versteht dann unter der , Quotientenmenge* die Menge aller Aquivalenzklassen, welche (beziiglich der
gegebenen Kongruenzrelation) innerhalb der gegebenen Menge existieren.

Gegeben sei die algebraische Struktur <2*,o> und die Kongruenzrelation ,~. Unter der
» Quotientenmenge” von * und ~ versteht man;

2 =[], [xex) (6.12)

6.2.6 Quotientenmonoid

Unter dem ,, Quotientenmonoid” versteht man die Zusammenfassung der Quotientenmenge mit einer
Operation auf dieser Menge. Die Abbildung f :X* — X"/, (der Elemente der urspriinglichen Menge

auf die der Quotientenmenge) definiert man sinnvollerweise al's eéinen Homomorphismus®. Die neue
Operation fur das Quotientenmonoid sei ,, o“.

Das ,, Quotientenmonoid* ergibt sich dann als:

(=710 baw. ({[x] [xex"} o) (6.12)

% Bei der homomorphen Eigenschaft handelt es sich nicht um eine zwangslaufige Konsequenz, oder
um eine durch das Monoid definierten Eigenschaft. Vielmehr wird der Homomorphismus (willkirlich)
gefordert, um die neue, algebraische Struktur als ,Ring" zu erhalten
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Die Rechenregeln fir das Quotientenmonoid |eiten sich direkt aus der homomorphen Eigenschaft der
Abbildung her:

[X]e[y]=[xy] (6.13)

[x]=[x]
[vl=[v1
U
x0 X
yoy'
U Kongruenz von [
o D "o
>f y X' y’ (6.14)
Xoyll Xoy
U Transitivitét von [
Xoyd X oy
U
[xey]=[Xey]
Man sieht an der obigen Herleitung, wie bedeutsam die Eigenschaften ,, Kongruenz* und
» Transitivitét" der Kongruenzrelation ,~* fur die Quotientenmenge sind.
Beispiel 1:
Gegeben sei die Menge der natrlichen Zahlen [ mit der Verkniipfung ,,-* (Multiplikation), und ein

Modul m. Zwei Zahlen gelten als &quivalent beziiglich ,,~“, wenn sie den gleichen Rest bel einer
Division durch m abwerfen:

a,bel
a~b< amodm=bmodm

Gemal3 dieser Definition ist z.B. bel m=5 die Zahl 11 &quivalent zu 31: 11~31. Es handelt sich bei ,,~*
um eine Aquivalenzrelation, da die Bedingungen Reflexitivitét, Transitivitat und Symmetrie erfullt
sind (der Nachweis dieser Eigenschaften sollte keine Probleme bereiten).

(6.15)

Es handelt sich bei ,~* aber nicht nur um eine Aquivalenzrelation, sondern sogar um eine
Kongruenzrelation. Der Nachweis hierfir ist etwas aufwendiger:

Nach (6.9) gilt:
0 Kongruenzrelation <all b=vx,yel :(x-a-y)l(x-b-y)=

_

€ el

< amodm=bmodm=>Vx,yell :(x-a-y)modm=(x-b-y)modm

Die abschlief3ende Implikation sollte nach kurzem Nachdenken fir jedermann ersichtlicherweise
korrekt sein; ein Beweis an dieser Stelleist nicht notig.

Daher gelten gemaf3 (6.13) und (6.14) die folgenden Rechengesetze:
Va,bel
amodmebmodm=a-bmodm
amodm=a’modm,bmodm=b"modm (6.16)

J

a-bmodm=a’-b’'modm
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6.3 Regulare Ausdricke

6.3.1 Kleenesche Hille

Sei ¥ eine endliche Menge von Symbolen und seien L, L; und L, Mengen von Zeichenketten aus >*.
Die Konkatenation von L; und L, — geschrieben alsL;L, —ist die

Menge {xy|x istausL, undy ist aus L2} . Die Zeichenketten in L;L, werden gebildet, indem man an

eine aus L; gewahlte Zeichenkette eine Zeichenkette aus L, anhangt und das in allen méglichen
Kombinationen. Wir definieren nun:

0 _
L [;{e}
L'=LL? vix1
Df
L= U (Hulle, Kleenesche Hillle) (6.17)

s IC

1|
[N

L = JU (positive Hillle)

L* bezeichnet also ale Worter, die durch die Konkatenation einer beliebigen Anzahl von Wortern
aus L entstehen.

Beispiel:
Sei L, ={10,1} und L, ={011,11}. Dannist L L, ={10011,1011,111} . Ebenso
gilt {1011} ={¢,10,11,1010,1011,1110,1111,...} .

6.3.2 Regulére Ausdricke

Die von endlichen Automaten akzeptierten Sprachen lassen sich durch einfache Ausdriicke
beschreiben, die als , regulare Ausdriicke bezeichnet werden. Auf Grund dieser Aquivalenz werden
die Sprachen der endlichen Automaten auch ,, regulére Mengen“ genannt.

Oder umgekehrt: Regulére Ausdricke bilden einen Formalismus zur Beschreibung formaler Sprachen.

Zwei regulare Ausdricke heif3en , aquivalent”, wenn sie die gleiche formale Sprache beschreiben (z.B.
[ab]*aund a[ba]*). Die Aquivalenz reguldrer Ausdriicke |asst sich liber algebrai sche Gesetze zeigen.

6.3.3 Regulare Ausdriicke vs. endliche Automaten

Satz:
Die folgenden drel Aussagen sind guivalent:

3. Listregulére Sprache/reguldre Menge
)

4. LigtdieVereinigung von einigen Aquivalenzklassen einer rechts-invarianten Aquivalenzrelation
von endlichem Index.

0

5. Sei R_eine Relation, die wiefolgt definiert ist:
xR y<:>(VZG2*:x2e Lo yze L) (6.18)

Dannist R_von endlichem Index.
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Beweis:
1=2:

Wenn L eine regulére Menge ist, dann existiert ein endlicher Automat (DFA/NFA), der exakt diese
Menge beschreibt:

L istregulér <3IM:M =(Q,%,5,0,,F):L=T(M) (6.19)

Sei p eine Aquivalenzrelation, welche alle Worter aus £*, die zu dem selben Zustand des Automaten
fiihren, in einer Aquivalenzklasse zusammenfasst:

XyeX :Xp y<;>5(q0,x):5(q0,y) (6.20)
Die Aquivalenzrelation p ist rechts-invariant:

VXY, 2eX"165(0,X)=5(0p, Y) = 5 (0, X2) = 5(y, yZ) (6.21)
Dann lasst sich hieraus die Behauptung folgern:

index () <|qQ| (6.22)

Wieso lasst sich diese Behauptung folgern? Nun, gehen wir von dem Gegentell aus, namlich
dass index (o) >|Q| . Das wiirde bedeuten, dass es mehr Worter gibt, als es Zustande gibt, die aber

dennoch alle zu verschiedenen Zustanden fuhren. Der Widerspruch dieser Annahme liegt auf der
Hand.

Damit |&sst sich die reguldre Menge L darstellen al's Menge der Eingabewdrter, welche zu einem der
akzeptierenden Zusténde des Automaten fuhrt. Jeder akzeptierende Zustand des Automaten kann
beziiglich der Aquivalenzrelation (definitionsgemél’) nur von einer Klasse von Eingabewdrtern
erreicht werden.

Diereguldre Menge L kénnen wir darstellen als Vereinigung aler akzeptierenden Zusténde des
Automaten, und damit als Vereinigung einiger Aquivalenzklassen einer rechts-invarianten
Aquivalenzrelation von endlichem Index:

- U ¥, (6.29

5(%,X)EF
2=>3:
Im vorangegangenen Teil wurde die Aqu_ival enzrelation p eingefiihrt, diese benutzen wir weiterhin.
Daruber hinaus definieren eine (zweite) Aquivalenzrelation R_ wie folgt:

VX, yeX xR vy @(VZEZ*ZXZELQyZGL)C (6.24)
6.24
@(VZGZ*:(XZG Layzel)v(xzglLayze L))

Die Definition der Aquivalenzrelation R_ ist etwas kompliziert. Textuell formuliert bedeutet (6.24),
dass alle jenen Worter aus Z* in Relation stehen, die @) entweder beide in der Sprache enthalten sind,
oder beide nicht in der Sprache enthalten sind; und b) die Bedingung &) auch dann noch erfiillen, wenn
ihnen ein beliebiges Wort ,, angehéngt wird".

Die Definition dieser Aquivalenzrelation erinnert an die Zustandsminimierung via Implikationstafel.
Man bezeichnet dabei alle Zusténde als ,, 8quivalent”, die bei den selben Eingabesymbolen in die
selben Nachfolgezustande, oder in aquivalente Nachfolgezustande Uberfihrt werden.

Behauptung:
VX, yeX :Xxpy=>xR Yy (6.25)
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Beweis zu (6.25):
_Bei dem Beweis machen wir uns die Tatsache zunutze, dass die Aquivalenzrelation p rechts-invariant
ist:
VX, yel :Xpy=>Vzel':xzpyz
U
VX, yeX' X p y:(VZEZ*:XZG Lo yze L)
U (6.26)
VX, yeX X p y:(VZGZ* ((x@eLayzel)v(xzgLAyze L))
{ sieheoben
VX, yeX :Xxpy=>xR Yy

Aus der Tatsache, dass jedes Paar von Eingabewortern aus *, dassin der Aquivalenzrelation p
enthalten ist, automatisch auch in der Aquivalenzrelation R_ enthalten ist, resultiert, dass die
Aquivalenzklasse eines beliebigen Eingabewortes beziiglich der Aquivalenzrelation p eine Teilmenge
der Aquivalenzklasse beziiglich der Aquivalenzrelation R ist:

VxeX’ :[x]p g[x]a (6.27)

Daraus folgt, dass es bezlglich der Aquivalenzrel ation p mindestens so viele (digjunkte)
Aquivalenzklassen geben muss, wie beziiglich der Aquivalenzrelation R, :

index (R_) <index (o) <"endlich" (6.28)
Daraus wiederum folgt, dass auch der Index der Aquivalenzrelation R_ endlich sein muf:

index (R ) ist endlich (6.29)
2= 3
Behauptung:

Die Aquivalenzrelation R_ist rechts-invariant.
Bewels:
VX, Y,W,zeX :XR y
{ Definition R,
(xeLeyel)
{ Determinismus des Automaten
(x(zw)eL < y(zw)elL)
{ Assoziativitét der Konkatenation (6.30)
(2)wel < (yz)wel)
g
VX Y,2eX :XR ye xzR yz
U

R ist rechts-invariant
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6.4 Nerode Automat

6.4.1 Definition des Nerode Automaten

Mit dem bisher erlangten Wissen, ist es moglich, einen minimalen Automaten zu erstellen, der eine
regul&re Sprache représentiert. Dieser Automat heif3t , Nerode Automat”.

Zur Konstruktion des Nerode Automaten wird erneut die Aquivalenzrelation R_ herangezogen, die wie
folgt definiert ist:
VX, yeX :xR y & (vzer el o yzel)o
(6.31)
@(VZEZ* ((xzeLayzel)v(xzgLAyze L))

Die Menge der unterschiedlichen Aquivalenzklassen, die durch R_definiert werden, wird im
Folgenden mit ,,Q\* bezeichnet:

Qu={[x, [xex} (6.32)

Der Nerode Automat ist definiert als:

My = {QN R FN} (Nerode Automat) (6.33)
mit

Fu={[x, IxeL] (6.34)

oy ([x].a)=[xa] (6.35)

oOn ist damit wohldefiniert.
6.4.2 Reprasentantenunabhangigkeit des Nerode Automaten:

Im Folgenden wird gezeigt, dass die Ubergangsfunktion & wohldefiniert ist, d.h. ihre Definition
reprasentantenunabhangig ist. Dazu ist es nétig, zu zeigen, dass die Ubergangsfunktion fur alle
Eingabewdrter, die &guivalent sind, den selben Nachfolgezustand liefert.

Zu zeigen:

[x] =[Y]z = o ([X]RL ,a) =dy ([y]RL ,a) (6.36)

Beweis:

U (6.37)

M, ist endlicher Automat
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6.4.3 Regularitat des Nerode Automaten:

Im Folgenden wird bewiesen, dass die Sprache, die der Nerode Automat erzeugt/definiert, eine
regulére Sprache ist.

xeT(My)  <06y([e].x)eF,

<:>[X]eFN

o xel (6.38)
=>T(My)=L=
= L ist regulér

6.4.4 Minimalitat des Nerode Automaten

Im Folgenden wird bewiesen, dass der Nerode Automat minimal ist, d.h. dass jeder endliche Automat,
der die selbe Sprache L definiert, mindestens genauso viele Zusténde haben mul3 wie M.

Satz:
Der Nerode Automat ist minimal.
Beweis:

Der Beweisist ein Widerspruchsbeweis. Es wird angenommen, dass sehr wohl ein Automat existiert,
der die selbe Sprache L definiert, der aber mit weniger Zustdnden auskommt:

MM =(Q,2,6,q,,F) T(M)=L |Q<|Q] (6.39)
Die Definition der Aquivalenzrelation p wird aus (6.20), (6.22) und (6.28) tibernommen:
x,yez*:x,oy<D:f>§(q0,x):§(q0,y) (6.40)
index(p) <|Q| (6.41)
index (R_) <index (o) <"endlich" (6.42)

WEeil die Menge Qy der Menge der Aquivalenzklassen entspricht, die durch die Aquivalenzrelation R,
definiert werden (siehe (6.32)), gilt:

|Qu|=index(R) (6.43)
Aus (6.39), (6.41), (6.42) und (6.43) folgt:
index (p) <|Q|<|Qy|=index(R ) <index(p)
U
index (p) <index(p) (6.44)
U
Widerspruch
6.4.5 Eindeutigkeit des Nerode Automaten
Satz:
Se M =(Q,%,5,0,,F) ein minimaler Automat firr eine SpracheL mit T(M)=L.
Sel M ={Qy.Z,8y,0y.Fy} der Nerode Automat fiir L mit T(M )= L. Dannist M isomorph

zu My. D.h. es existiert ein Isomorphismus

h:Q—»Q, mit h(5(q.a))=5,(h(a).a) (6.45)
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Beweis:
Weil sowohl M a s auch My minimal sind, missen sie Uber die gleiche Anzahl an Zustdnden verfligen:
QA =|Qul (6.46)

Sei h() so definiert, dass esjeden Zustand g aus der Menge der Zustande Q auf eine Aquivalenzklasse
beziiglich der Aquivalenzrelation R_ abbilde (wir erinnern uns: die Aquivalenzklassen beziiglich der
Aquivalenzrelation R_ liegen dem konstruierten Nerode Automaten zugrunde).:

h(q);[x]FzL < 3Ix:16(0,,X) =0 (6.47)
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7 Vorlesung vom 27. April 2000

7.1 Nerode Automat

7.1.1 Homomorphismus und Isomorphismus

Gegeben seien zwei Gruppen Sy und S; mit (S,) und (S,,¢). Eine Abbildung h:§ — S, heifit
Homomorphismus, wenn fir alle x,y e S gilt
h(x- y) = h(x) < h(y)
bzw. (7.1)
h(- (x,))= (h(x).h(y))
Eine Illustration verdeutlicht das

h
_— =
SLx S 823{ 82
h
S,] 82

Abbildung 12 - Homomorphismus

Ist eine homomorphe Abbildung bijektiv, so wird sie isomorph genannt. Man sagt, die Struktur beider
Gruppenist gleich, sie unterscheiden sich nur in den Bezeichnungen der Elemente.

7.1.2 Minimalitat und Eindeutigkeit des Nerode Automaten

Nachdem in den vorangegangenen Abschnitten gezeigt wurde, dass der Nerode Automat minimal ist,
vergleichen wir ihn jetzt mit anderen minimalen Automaten. Dabei werden wir feststellen, dass alle
minimalen Automaten (DFA) einer Sprache L die gleiche "Verdrahtung" ihrer Zustdnde haben und
sich lediglich in der Bezeichnung der Zusténde unterscheiden, sie also isomorph sind.

Sei L eine Sprache, die von einem minimalen Automaten M und dem Nerode Automaten My erkannt
wird

M =(Q,%,5,0,,F) L=T(M) 72)
MNz(QN'Z’aN’qON'FN) LzT(MN) |
dann seien M und My wie oben beschrieben isomorph, d. h. es existiert ein Homomorphismus
h:Q—>Q
N (7.3)

h(s(a.a))=y (h(a).a)
Daswird in folgendem Schaubild illustriert
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h
—_—
Q,]}(E,] Qz}(zz
3, 5,
h
Q Qs

Abbildung 13 - Homomorphismus zwischen Automat M und Nerode Automat

Esexigtiert eine Abbildung h, die alle Zustande von M in Zustande in My (Aquivalenzklassen)
Uberfihrt. Formal ausgedriickt

h(a)=[Xz < 3x:5(0,X)=q (7.4)

Hier stellt sich die Frage, ob h eindeutig definiert ist. Alle Worter x und y, die den Automaten M in
den gleichen Zustand tiberfiihren, miissen auch My, in die gleiche Aquivalenzklasse tiberfiihren. Zu
Zeigen ist, dass x und y der gleichen Aquivalenzklasse von R, angehdren.

X,yeX :6(0,X)=0=5(0,Y)
<_;°> (7.5)
[Xlr =[Ylr
Beweis:
Zum Beweis filhren wir eine neue Aquivalenzrelation ~ ein
X~y Xyel 16(0,X)=5(0,Y) (7.6)

Uberfulhren zwei Worter x und y den Automaten in den gleichen Zustand, so sind sie dquivalent. Da
die Anzahl der Zusténde der oben betrachteten Automaten minimal und gleich ist, gilt fir den Index
(die Anzahl der maximal paarweise verschiedenen Aquivalenzklassen) der ~ Relation

index(~) <|Q|=|Qy| (7.7)
Weiterhin gelte
X,YeX 15(0,X)=5(0,Y)=>X~y= R y=[Xg =[Ylx (7.8)

Somit ist h al's eindeutige Abbildung von Zustanden Q auf Aquivalenzklassen aus Qy definiert.
Koénnte es Zustande g in Automat M geben, fur die h(qg) nicht definiert ist?
39 Q mit h(qg) nicht definiert = —3x mit 5 (0, x)=q (7.9

Wenn ein solcher Zustand existieren wiirde, dann gebe es kein Wort X, dass den Automaten in diesen
Zustand Uberfuhrt und der Zustand somit Uberfliissig. Damit ware M nicht mehr minimal und ein
Widerspruch lage vor. hist fir ale Zustande g aus Q definiert.

Surjektivitat von h
[X]€Qy,30eQ mit 5(gy,X)=qAh(q)=x (7.10)
I njektivitat von h

Wenn q= p zwel verschiedene Zustande aus Q sind und [x] und [y] ihre Abbildungen in Qy, dann
gilt
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h(q) =[xl mit 5(d,,x)=q
h(p)=[ylg Mit& (g, y)=p

Dann sind x und y nicht &quivalent zueinander (beziiglich der ~ Relation) und damit gilt Injektivitat
vonh (x~y= xRy giltimmer).

(7.11)

I somor phismusvon h

Dah injektiv und surjektiv, ist die Abbildung bijektiv. hist daher ein Isomorphismus. Fir einen
Zustand g existiert ein x, dass den Automaten M in diesen Zustand Uberfihrt.

geQ=3Ixmit 6(g,,X)=q (7.12)

6 (1(c).a) =0, (n(3(6.) 2
=6y ([x.a)
=[xal
=h(5 (0. xa))
=h(5(5(x).a))
=h(s(a.a))

Die Herleitung zeigt, dass es egd ist, ob die Konkatenation von x und a zunéchst in der Urmenge (die
Zusténde von Q) stattfindet und dann nach Qy abgebildet wird oder umgekehrt.

Damit ist h isomorph und als Korollar kann festgestellt werden, dass ale minimalen Automaten
(DFA) isomorph sind. Anders ausgedriickt sind alle minimalen Automaten bis auf 1somorphien
eindeutig bestimmt. Die Verdrahtung der Zusténde ist gleich, lediglich die Zustandsbezei chnung kann
variieren.

(7.13)

7.2 Minimierung von endlichen Automaten

7.2.1 Rekursion der k Relationen

Endliche Automaten kénnen sich in einem nicht minimalen Zustanden befinden. Mit einiger Logik
und Transformation lassen sie sich in minimale Automaten tberfiihren, die isomorph zum Nerode
Automaten sind (wenn es sich denn um DFAs handelt - bei NFASsiist die Anzahl der nicht isomorphen
minimalen Automaten u. U. beliebig grof).

Fur die Minimierung - auch Zustandsreduktion genannt - fuhren wir zunachst eine neue
Aquivalenzrelation k zwischen zwei Zustanden q und g’ ein. Zustande sind beziiglich k &quivalent,
wenn sie Worter x, deren Lange kleiner gleich k ist, in einen Endzustand Uberfiihren oder beide
Zustdnde die Worter nicht in einen Endzustand Uberf ihren.

Der Betrachtung zugrunde liegt ein endlicher Automat M =(Q,X,5,q,, F ) mit q und g’ Zust&nden aus
Q. Dann seien folgende Aquivalenzrel ationen definiert

k
q~q’©(VXe2*,

X <k:5(q,x)eF < 5(q,x)eF) (7.14)
q~q'c>(VXe§)*, S(a.x)eF < 46(q,x)e F)

Scheinbar besteht zwischen der auf eine Wortlange k beschrankten und der allgemeinen ~ Relation ein
Zusammenhang. Daher behaupten wir

Behauptung:

qiq’<:>qk~1q’A(Vaez, §(q,a)k~15(q',a)) (7.15)
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Beweis:
Die genau-dann-wenn Beziehung der obigen Behauptung beweisen wir in beide Richtungen. Wenn die

k Relation gilt, dann muR auch die k-1 Relation gelten, dadie k Relation alle Worter enthélt, die auch
in k-1 enthalten sind.

Seien ein Wort ze =" mit |7 <k -1 und ein Zeichen a < X beliebig gewahlt, dann gilt
5(6(a.a),z)eF < 5(q,az)eF < 5(q,az)e F < 5(5(q'a),z)e F (7.16)
und die Zusténde g und g’ gehoren zur k-1 Relation

k-1
5(0,a)~46(qa) (7.17)
Damit ist gezeigt

k-1

q ad=q~q (7.18)

Gilt bereits die k-1 Relation, so zeigen wir, dass die Behauptung in der anderen Richtung gilt. Fir
Vzel" mit |Z=k gilt

5(0,z2)eF<6(q,z)eF (7.19)

Sei zeX' mit|Z=k und z=awmitae X A|w=k-1. Dann &kt sich zeigen

5(a.a)~5(q.a)
=(5(5(a.a),w)e F < 5(5(q,a),w)eF)

(7.20)
= (5(a,aw)=5(0,z)e F < 5(q,aw)=5(q,2) e F)
k
=q~q
Somit gilt die Behauptung auch in der anderen Richtung
k-1
q qd<q~-d (7.22)

7.2.2 Verfeinerung von Aquivalenzrelationen

Zwischen Aquivalenzrel ationen lassen sich Beziehungen ausdriicken, d. h. sie kénnen kongruent oder
verschieden sein. Nehmen wir die beiden Aquivalenzrelationen p, und p, die auf der Menge S liegen.
Sind die p; und p, kongruent, dann

= p = VX, AV, (X, =1V,

(7.22)
VX, Yy €SiXp Yy < Xp,y

Andernfalsist eine Relation kleiner oder echt kleiner a's die andere. Man spricht von Verfeinerung

AL Py & (XpY = Xp,Y)

(7.23)
PL<pP, S (PSP, A pLZE P,)

7.2.3 Anwendung auf k Relation zur Zustandsreduktion

Betrachtet man die k Relationen, dann enthélt die k Relation héchstens gleich viele Zustdnde wie die
k-1 Relation. k ist daher eine Verfeinerung von k-1

k k-1

~<~ (7.24)
Wir behaupten zudem

Seite 45/ 142



Theoretische Informatik 2

k k+1 k k+s

~=~=>~=~ Vs>0 (7.25)
Beweis:

Die Behauptung kann man durch Induktion beweisen. Flir s= 0 ist die Aussage klar, daes sich um
dieselbe Relation k handelt. Fur ale weiteren nehmen wir an, dass

k k+s

_—= ~ (7.26)
bereits gelte. Dann kann man auf k+s+1 gehen
k+s+1 k+s k+s
g-~qgeq- q’/\(Van:&(q,a) ~ §(q',a))
k+1 k k
g~q<g~q A(Vaez:ﬁ(q,a)~5(q’,a)j
k+2 k+1 k+1
q~q’<:>q~q’/\(VaGZ:é(q,a)~§(q',a)j (7.27)
k
<q-q
Korollar:
Der Index der k-1 Relation ist kleiner als der der k Relation
k-1 k
Index(~) < Index(~) (7.28)

Damit haben wir as Ausgangspunkt fir weitere Betrachtungen folgende Aussagen zusammengestel lt

k k-1

~< ~ (7.29)
k k-1

Index(~) > Index( ~) (7.30)

k k+1 k k+s

~=~=Vs20:~= (7.31)

Seite 46 / 142



Theoretische Informatik 2

8 Vorlesung vom 2. Mai 2000
8.1 Minimierung mittels Nerode Automaten

8.1.1 Satz Uber die Gleichwertigkeit von Relationen

Sei M =(Q,%,68,q,,F) einendlicher deterministischer Automat mit der Méchtigkeit |Q|=n. Dann
n-1

gilt: g~q'<qg~q'.

Der Beweisder ,,Hinrichtung”. ist trivial und folgt auch schon aus dem Satz der letzten Vorlesung. Die
» RUckrichtung” ist da schon komplizierter. Der Beweis erfolgt indirekt. Angenommen die beiden
Relationen wéhren nicht identisch:

n-1 n-1

q~g'AQq+q =~# ~ (8.1)

n n
Grundsétzlich gilt, dass ~ eine Verfeinerung von ~ ist. Damit muss ~ eine echte Verfeinerung von
n-1 n-1
~ sein, denn sonst wére ja ~= ~ , was ein Widerspruch zur Annahme wére.

0 1 2 n-1 n
Durch eine Betrachtung der Anzahl der Klassen der Zusténde (~>~>~>...> ~ > ~) erkennt man

schnell, dass es mindestens eine Klasse von Zustéanden geben muss, und zwar die der akzeptierenden
n n-1
Zustande. Daweiterhin gilt, dass ~ eine echte Verfeinerung von ~ ist, sind ale anderen Relationen
0 1 2 n-1 n
echte Verfeinerungen (also gilt ~>~>~>...> ~ > ~). Die Anzahl der Klassen wéchst durch jeden
Index um eins. Flhrt man diesen Gedankengang fort und beachtet, dass es alles echte Verfeinerungen

sind, so gelangt man fir den Index(ij zu dem Schluss, dass dieser mindestens n+1 Klassen

enthalten muss.

1< |ndex(3] < |ndex(i) < |ndex(3) << |ndex("~l) < |ndex(ij

= Index(ijz n+l (8.2

Dies st allerdings ein Widerspruch, daes héchstens n (mit n=|Q|) Aquivalenzklassen auftreten
kénnen.

8.1.2 Konstruktion eines minimalen Automaten

Sei nun ~ weiterhin wie bisher definiert. Dann gibt es zu dem endlichen Automaten

M =(Q,Z,58,q,,F) einen &uivaenten minimalen Automaten M ':(Q‘,Z,é',[qoL,F ) . Dabei ist:
Q'=y {[d].lacQ}
F'=g {[f1|feF} (8.3)
5'([a]..a)=o [5(a.a)].

Dieser Automat wird wie folgt konstruiert, al's Zustande nehme man die Aquivalenzklassen der
Zusténde. Als akzeptierte Zustande gelten die Aquivalenzklassen der Tilderelation von F.

Damitist M ':(Q‘,E,é‘,[qo]_,F ) ein minimaler Automat mit T(M )=T(M").

Aber ist dieser Automat auch wirklich minimal, oder nur ein reduzierter Automat? Gezeigt wird dies
durch den folgenden Beweis:
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o' ist mit:
vxeX':6'([a],x)=[5(a,x)] (8.4)
wohldefiniert, aus folgendem Grund: Wenn g und q' in der selben Aquivalenzklasse liegen und die
Relation definiert sind, dann ist auch 5*([q],a) mit 5'([q],a) in Relation.
Mit der Definition von F'gilt dann:
xeT(M) < &(0,X)eF <[5(0,X)]eF’
& 5'([q] . x)eF" (8.5)
& xeT(MY)

Somit akzeptieren also beide Automaten die selbe Sprache. Die Frage ist nun, ob dieser Automat auch
minimal ist.
Zuerst definieren wir die p Relation als:

X p you 6'([6].%)=5"([%].Y) (8.6)
Weiterhin wissen wir Uber diesen Automaten, dass der Index(p) = |Q| , dajeder Zustand erreichbar
ist. Somit wissen wir, dass die p Relation die Nerode-Automat Relation R verfeinert:

x p y=>x Ry (8.7)

Gilt nun auch, die Umkehrung? Folgt aus x p y<x Ry ?Der Beweiserfolgt durch
Kontraposition.

X p y=x R vy (8.8)

Die Klassen kdnnen nicht gleich sein, da es die Elemente nicht in der ~ Relation gibt. Es gibt daher ein
Element z, so dass:

X p y=[5(dx)]=5"([a].x)#5"([6].¥) =[5 (a6, ¥)]

=3 z: (6(0y,x2)eF AS(0,y2) £ F) v (5(0x2) 2 F A 5(0p, yz) e F) (8.9)

=X R vy
Die beiden Relationen sind also gleichwertig: X p y< x R y.Unddie Minimalzahl der
Zustandeist: |Q]=index(p)=index(R ) Und damit ist gezeigt, dass der Automat M ' minimal ist.
8.2 ,Praktische” Minimierung von deterministischen endlichen Automaten

Nachdem wir wissen, dass die Bestimmung der Aquivalenzklassen q~q' definiert ist

fur: vxe X : §(a,x)e F < &(q',x) e F . Eine Konstruktion, die den (bis auf |somorphie) eindeutig
bestimmten minimalen endlichen Automaten (M '=(Q",%,5,q,,F ) mit Q'= {[q]_ lge Q} ) liefert
benétigt die folgende Eigenschaft:

k k- K—
q~q'c>q~1q‘A(Van: 5(a.a) ~l5(q',a)) (8.10)

8.2.1 Der ,Algorithmus”

Se M =(Q,%,5,9,,F) einendlicher Automat. Dann gelangt man durch die folgenden Schritte zu
dem minimalen Automaten:
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1. Man beseitige ale nicht-erreichbaren Zustande, d.h. ale Zusténde q, fir die gilt
qe {5(q0, X)|X€ 2*} . (Es stellt sich natiirlich die Frage, in wie weit dieses Problem algorithmisch

|6sbar ist. Ein moglicher Algorithmus kénnte alle durch Worter der Lénge n erreichbaren
Zustande betrachten. Damit kommt man durch alle erreichbaren Zustande.)

0 ;
2. ~hat maximal zwei Aquivalenzklassen. Zum einen die akzeptierenden Zusténde und dann noch
die nicht akzeptierenden Zustande: {qjqeQ—-F o, {qlgeF}s

k
3. Angenommen, man hat die Aquivalenzklassen der Relation ~ fiir (k> 0), dann bestimmt man

k+1
die Klassen der Relation ~ wiefolgt:
Zunéchst wird nun die folgende Tabelle aufgestellt:

a a .. q - %y

%

. ‘q‘ [5(qi 4, )]i

o1

k+1

Alle Felder (qi,aj) erhalten also als Eintrag [5(qi,aj )]i Nun formt man die Klassen von ~ ,

k
indem man ale Zusténde, die bereitsbei ~in einer Klasse waren und die in obiger Liste gleiche

k+1
»Zeilen" haben in jeweils eine Klasse der Relation ~ schreibt.

4. Wenn nun L aquivalent zu .y ist (was, wie schon gezeigt, spatestensbei k =n—1eintreten
muss), dann bricht das Verfahren ab. Wir bilden dann die ~ Relation durch Setzen, von ~= N .
5. Der minimale Automat M ':(Q',E,&',[qo]_ F ) wird letztlich wie oben schon beschrieben
konstruiert:
Q'={[a] [a=qQ)
F'={[a] [aeF} (8.11)
5'([a]..a)=[5(aa)]

8.2.2 Beispiel

Wir betrachten einen Automaten M =(Q,%,5,q,,F ), welcher die Sprache T(M ) ={ab, ba}*

akzeptieren soll. Ein Automat, der dies[6st ist in folgender Grafik aufgelistet. Dabei ist zu beachten,
dass der Zustand 7 nicht erreicht werden kann.
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Abbildung 14: Beispiel eines nicht minimalen Automaten

Durch das Anwenden des oben beschriebenen Algorithmus gelangt man schnell zu folgender Tabelle:

°. [2,3,6] Fehler! Esist nicht moglich,
) durch die Bearbeitung von
Feldfunktionen Objekte zu
erstellen.

~. a b
1 [2, 3 6]3 [2, 3 6]3

2. [236] [1,4,5]
3. [145) [2,3,6]°
4. [2,36] [2,3,6]°

5 [236]  [236]

6. [236]  [236]

1
Folglich sind die Klassen von ~:

[L4.5].[2].[3].[6]
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~ a b
1 [2]§ [S]i
2. [6]3 [ZL 4, 5]1

3. [ZL 4, 5]1 [6]3

4, [2]§ [3]§
5. [Z]i [3]1
6. [6]3 [6]3

2
Folglich sind die Klassen von ~:

[L4.5].[2].[3].[6]

1 2
An dieser Stelle sind wir dann auch schon fertig, dawir sehen, dass die Klassen ~ und ~ schon
aquivalent sind, somit ist die ~ Relation definiert durch:

1

1 (8.12)

Es bleibt nur noch den endgiltigen Automaten M '=(Q",%,5",[d,]_,F') aufzustellen. Dieser sieht
dann, so aus, wie in der folgenden Abbildung gezeigt.

¥

[3]. > [6]. a’b

Abbildung 15 der minimierte Automat M'
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