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Aufgabe 12.1

Alle Anweisungen S werden nur einmal ausgeführt, so daß svb (S,Q) vor der Ausführung gilt und Q nach der Ausführung von S.

(a)
svb ( x = 2 * y + 3, x = 13 ) 
| Q in S einsetzen


( 13 = 2 * y +3

| -3
| :2


( y = 5


( svb ( x = 2 * y + 3, x = 13 ) = ( y = 5 )

(b)
svb ( j = j + 1, (0 < j) ( ((i : 0 ( i ( j : b[i] = 5) )


( (0 < j = j + 1) ( ((i: 0 ( i ( j + 1: b[i] = 5)


( svb ( S, Q ) = ( (j > -1) ( ((i: 0 ( i ( j + 1: b[i] = 5) )

(c)
svb ( x = x + y, x < 2 * y )


( 2 * y > x‘ = x + y


( 2 * y > x + y


( x < 2 * y – y


( x < y


( svb ( x = x + y, x < 2 * y ) = ( x < y )

(d)
svb ( x = x * y, x * y = c)


( (x * y ) * y = c


( x * y2 = c
( x = c / y2

( svb ( x = x * y, x * y = c) = ( c / y2 )

(e) 
svb ( x = (x – y)*(x + y), x + y2 ( 0 ) = svb ( x = x2 - y2, x ( -y2 ) 


( -y2 ( x2 - y2

( x ( 0


( svb ( x = x2 - y2, x ( -y2 ) = ( x ( 0 )

Aufgabe 12.2

Der Code innerhalb der Klammern wird nur bei wahrer Bedingung w ( r ausgeführt. Andernfalls bleiben die verwendeten Variablen r und q konstant. Die Variable w ist in beiden Fällen konstant.

S = ( IF (w ( r) THEN { r := r – w;  q := q + 1; } ELSE { r := r; q := q; } )

Q = ( (q * w + r = x) ( (r ( 0) )

svb (S, Q) =
( (w ( r) ( svb ( r := r – w; q := q +1, Q) ) 



ODER ( (w > r) ( svb ( r := r; q := q, Q) )


= ((w ( r) ( svb ( r := r – w; svb ( q := q + 1, (q * w + r = x) ( (r ( 0)))) ( (...)


= ((w ( r) ( svb ( r := r – w, ((x-r)/w = q+1) ( (r ( 0) ) ( (...)


= ((w ( r) ( [ (r – w = x –(q+1)w) ( (r – w ( 0) ] ) ( (...)


= ((w ( r) ( [ (qw + r = x) ( (r ( w) ] ) ( (...)


| (r ( w) doppelt


= ((w ( r) ( (qw + r = x)) ( (...)


= (...) ( ( (w > r) ( svb ( r := r; svb(q := q, (q * w + r = x) ( (r ( 0) ) ) ) 


= (...) ( ( (w > r) ( svb ( r := r; ( (q = (x-r)/w) ( (r ( 0) ) ) )


= (...) ( ( (w > r) ( ( (qw + r = x) ( (r ( 0) ) )


= (...) ( ( (w > r) ( (qw + r = x) ( (r ( 0) )



| zusammenführen


= ((w ( r) ( (qw + r = x)) ( ((w > r) ( (qw + r = x) ( (r ( 0))
| ausklammern


= (qw + r = x) ( ((w ( r) ( ((w > r) ( (r ( 0))


| Distributivgesetz


= (qw + r = x) ( ((w ( r) ( (w > r)) ( ((w ( r) ( (r ( 0))


= (qw + r = x) ( (TRUE) ( ((w ( r) ( (r ( 0))


= (qw + r = x) ( ((r ( w) ( (r ( 0)) 

= svb (S, (q * w + r = x) ( (r ( 0))

Aufgabe 12.3

Für die while-Schleife gilt die Schleifeninvariante


I = (q * y + r = x)

mit initialisiertem r = x und q = 0.

Das läßt sich mittels Induktion leicht nachweisen:

1. Induktionsverankerung:

r = x, q = 0

q * y + r = x

| soll erfüllt sein, setzen wir also r und q ein:

0 * y + x = x

x = x
( ( )

| Invariante für Verankerung erfüllt

2. Induktionsschritt: q1, r1 ( q2 = q1 + 1, r2 = r2 – y

q1 * y + r1 = x

| erfüllt wegen 1.


SW = (r: = r – y; q := q + 1; )

q2 * y + r2 = x

| soll erfüllt sein, setzen wir also ein:

(q1 + 1) * y + (r1 – y) = x

q1 * y + y + r1 – y = x
| y hebt sich auf

q1 * y + r1 = x
( ( )
| Invariante auch für Induktionsschritt erfüllt

Also gilt I = (q * y + r = x). Wird der Schleifencode nicht mehr ausgeführt, weil r < y, bleibt die Schleifeninvariante davon unberührt, da die eingesetzten Variablen (q,y,r und x) unverändert bleiben.

Als Schrankenfunktion f kann man die Entwicklung von r sehen, die wegen r = r–y antiton gegen null geht. Der Grenzwert von r ist der Rest der Division, der sich ergibt, wenn r kleiner y ( 0 wird, da hier die while-Schleife terminiert.

Für die schwächste Vorbedingung geht man analog zu 12.2 vor, einen Teil kann man sich auch dort holen, muß allerdings w durch y textuell (;--) ersetzen:

svb (SGesamtWhile, Q) = ( (r ( y) ( svb (S, Qrepeat) ) ODER ( (r < y) ( svb (S, Q) )

Q = ( (q * y + r = x) ( (r < y) )

QRepeat = ( (q * y + r = x) ( (r ( 0) )

svb (SGesamtWhile, Q) = [ (r ( y) ( (q * y + r = x) ] ODER


[ (r < y) ( svb ( r := r;  svb ( q := q; q * y + r = x ( r < y ) )


= (...) ( [ (r < y) ( svb ( r := r; (q = (x-r)/y ( r < y) )


= (...) ( [ (r < y) ( (r = x-q * y ( r < y) ]


| r < y doppelt


= (...) ( [ (r < y) ( (r = x-q * y) ]


= [ (r ( y) ( (q * y + r = x) ] ( [ (r < y) ( (r = x-q * y) ]
| Distributivgesetz


= (q * y + r = x) ( ( (r ( y) ( (r < y) )


= (q * y + r = x) ( TRUE = (q * y + r = x)

Die schwächste Vorbedingung vor while-Schleifeneintritt ist also gleich der Schleifeninvariante. Prüft man jetzt noch die schwächste Vorbedingung für die Initialisierung, so zeigt sich – wie schon bei der Induktion gesehen:

svb (SIntro, svb (SGesamtWhile, Q)) = svb (r :=x; q := 0; q * y + r = x)


= (0 * y + x = x) 

= ( x = x )

= TRUE

