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Aufgabe 11.1

Die Operationen NAND und NOR sind die Negationen der AND (() und OR (() Operationen.

1. Die Wahrheitstabelle bezieht sich auf zwei Aussagen a und b, die jeweils mit NAND und NOR verknüpft werden. Außerdem zum Vergleich die AND und OR Verknüpfungen.

a
b
a NAND b
a AND b
a NOR b
a OR b

FALSE
FALSE
TRUE
FALSE
TRUE
FALSE

TRUE
FALSE
TRUE
FALSE
FALSE
TRUE

FALSE
TRUE
TRUE
FALSE
FALSE
TRUE

TRUE
TRUE
FALSE
TRUE
FALSE
TRUE

2. Die angegebene Formel kann man in zwei Schritten so umformen, daß sie nur noch NAND Operationen enthält:

I. (a ( b) ( (c ( d)


| DeMorgansches Gesetz

II. (  (((a ( b) ( ( (c ( d))

| ( (x ( y) durch x NAND y 

III. (a NAND b) NAND (c NAND d)

| nur noch NANDs...

Aufgabe 11.2

1. 
I.
(x ( y) ( (x ( (y)
| Distributivgesetz


II.
x ( (y ( (y)

| Invereses Element


III.
x ( FALSE


| Einselement


IV.
x

2.
I.
(x ( y) ( (x ( (y) ( ((x ( y) ( ((x ( (y) | links siehe oben

II. x ( ((x ( y) ( ((x ( (y)


| Distributivgesetz

III. x ( ((x ( (y ( (y))



| Inverses Element 

IV. x ( ((x ( FALSE)




| Einselement

V. x ( (x





| Inverses Element

VI. FALSE

3.
I.
(x ( y) ( (x ( (y) ( ((x ( y) ( ((x ( (y) | Distributivgesetz


II.
(x ( (y ( (y)) ( ((x ( (y ( (y))

| Inverses Element


III.
(x ( TRUE) ( ((x ( TRUE)


| Neutrales Element


IV.
x ( (x





| Inverses Element


V.
TRUE
4.
I.
(y ( y


| Implikation in andere Schreibweise


II.
(((y) ( y


| Neutrales Element einflechten



III.
(y ( TRUE) ( (y ( TRUE)
| Distributivgesetz


IV.
y ( (TRUE ( TRUE)

| TRUE ( TRUE=TRUE


V.
y ( TRUE


| Neutrales Element


VI.
y
5.
I.
x ( (y ( (x ( y))
| Implikation in andere Schreibweise


II.
(x ( ((y ( (x ( y))
| Assoziativgesetz


III.
(x ( (y ( (x ( y)

| DeMorgansches Gesetz


IV.
((x ( y) ( (x ( y)
| Inverses Element


V.
T
6.
I.
(x ( (x ( y)

| Implikation in andere Schreibweise

II. x ( (x ( y)


| Distributivgesetz

III. (x ( x) ( (x ( y)

| x ( x ( x ( x ( x ( x... = x

IV. x ( (x ( y)


| wenn x sind beide Seiten wahr

V. x



| wenn x falsch ist linke Seite falsch

Die Aussage y spielt hier für die Gesamtaussage keine Rolle

Aufgabe 11.3

Zu zeigen ist, daß jede Aussage e in eine äquivalente Aussage e‘ in Disjunktiver Normalform überführt werden kann. Dazu reicht es zu zeigen, daß es keine Aussage gibt, die nicht in diese Form überführt werden kann. Zunächst ein Umwandlungsverfahren, das aus drei Stufen besteht:

I.
Umwandeln aller Implikationspfeile ( und ( (falls vorhanden) in andere Schreibweise: 

a ( b = a ( b

a ( b = ((a ( (b) ( (a ( b)

II. Alle Klammerungen mit voranstehendem Nicht-Operator (() rekursiv nach DeMorganschem Gesetz umwandeln, bis der Operator nur noch vor Bezeichnern steht.

III. In der dritten Stufe werden die Aussagen (die nur noch id, (id, ( und ( enthalten) mittels Distributivgesetz (in beidseitiger Anwendung) und Assoziativgesetz in Disjunktive Normalform gebracht.

Ausdrücke, die ausschließlich ( Operationen enthalten, sind bereits in Disjunktiver Normalform. Einzelne (geklammerte) Bezeichner können wegen Bezeichner ( TRUE = Bezeichner in Bezeichner ( TRUE umgewandelt werden.

Da die hier besprochenen Aussagen nur id, (id, ( und ( sowie ( und ( enthalten, lassen sich alle Ausdrücke mit den Regeln der Booleschen Algebra so umwandeln, daß es keine Aussage gibt, die nicht in Disjunktive Normalform gebracht werden, was zu zeigen war.

Ein Beispiel dieses Verfahrens findet sich in 11.2.5 ab Stufe 3:


III.
(x ( (y ( (x ( y)


| Neutrales Element einflechten


IV‘.
((x ( TRUE) ( ((y ( TRUE) ( (x ( y)
| DNF


Ein weiteres Beispiel, das auch die zweite Umwandlungsstufe benötigt:


I.
(((a ( b) ( c))


| DeMorgansches Gesetz


II.
((a ( b) ( (c


| DeMorgansches Gesetz


III.
((a ( (b) ( (c


| Neutrales Element einflechten


IV.
((a ( (b) ( ((c ( TRUE) 
| DNF 
Aufgabe 11.4

1. Die Formulierung des Prädikat mit den All- und Existenz-Quantoren. N und Z sollen die bekannten Zahlenmengen bezeichnen, wobei n nicht 0 sein darf und w,x,y und z positiv sein sollen:
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2. Auch hier die Formulierung des Prädikats, wobei n hier durchaus 0 sein darf, aber wieder aus der Menge der natürlichen Zahlen ist.
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Das Prädikat ist wahr, da 4 mod 2 = 0.

Aufgabe 11.5

1. Die angegebene Routine berechnet auf iterative Weise den Wert der Folge (fn) an der Stelle n > 0 mit 
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Vor der Ausführung der Routine gelte das Prädikat P (wegen i = 1 und s = 0):
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Auch nach der Ausführung gilt dieses Prädikat. P ist daher Schleifeninvariante. Dies läßt sich mit Hilfe der vollständigen Induktion nachweisen:

I. Für i = 1 und s = 0 (Startbedingung)  ist die Bedingung erfüllt: 
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II. Für die folgenden i > 1gilt s:
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Für i ( i + 1 ergibt sich dann:
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Folglich gilt dann für den letzten Schritt auf i = n – 1:
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Wodurch nach Schleifenlauf (Terminierung) gilt:
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Also P = Q und damit P Schleifeninvariante.

2. Bei dieser Routine muß man eine ähnlich vorgehen, wobei hier einige Unterscheide zu beachten sind. Zunächst zählt die Schleife rückwärts (von n gegen 0) und nicht einfach sondern zweifach (i = i - 2). Dadurch ergeben sich unterschiedliche Gleichungen für gerade und ungerade n.
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Da mir bisher keiner sagen konnte, ob ich auf dem richtigen Weg bin, wenngleich ich schon dieser Ansicht bin, werde ich jetzt die Arbeit einstellen, zumal es wieder hell draußen wird. Leider wurde auch der Stoff dieser Aufgabe nur kurz in der Vorlesung angerissen, meine Recherche aus Büchern und Diskussion mit Kommilitionen hat gewisse Informationen freigesetzt, die ich hier auch dargelegt habe. 

Die vollständige Induktion ist auch hier recht leicht durchzuführen, problematisch allerdings die rückwärtslaufende Schleife, die einige (mathematische) Fakes erfordert, die das Ergebnis sehr gekünstelt machen. Die Schleifeninvariante ist nahezu identisch mit der aus 1., nur mit der anderen Funktion und einem n größer gleich 0 sowie einem veränderten (auch hier gefakten) Korrekurfaktor.
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