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               25.11.1998

Fabian Wleklinski

Aufgabe 1

Weil X sieben Vektoren enthält, selber aber eine Untermenge von R4 ist, müssen mindestens 3 linear abhängige Vektoren in X enthalten sein. Nachweis über das Gauß-Verfahren:
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Ich benenne die sieben Spaltenvektoren in der untersten Matrix mit V1 bis V7 von links nach rechts. Es ist zu erkennen, daß weder V6 noch V7 durch LK von V1 bis V5 dargestellt werden kann, d.h. 
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. Wenn man diese Betrachtung konsequent fortsetzt, ergibt sich, daß diese sieben Vektoren zusammen einen dreidimensionalen Raum aufspannen.

Nur drei Vektoren in X sind voneinander linear unabhängig, die anderen vier lassen sich als LK der drei l.u. Vektoren darstellen. Um eine Basis zu erzeugen, muß ich drei l.u. Vektoren auswählen, ich wähle V1, V2 und V6. Da ich diese Vektoren durch die Matrizenmultiplikation linear verändert habe, nehme ich die „ursprünglichen“ Vektoren, also die entsprechenden drei Elemente von X. Wenn Vi und Vj l.u. sind, dann sind auch Xi und Xj l.u. (Alle Matrizenumformungen waren ja linear, die Verhältnisse zwischen den Vektoren bleiben also erhalten).

Die Basis lautet also 
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Aufgabe 2a

Zu zeigen: 
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 ist isomorph. 

(i) Eine Abbildung ist genau dann isomorph, wenn sie bijektiv und ein Homomorphismus ist

(ii) Behauptung: 
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(iii) Behauptung: 
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 ist ein Homomorphismus

(iv) aus (i), (ii) und (iii) folgt, daß 
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 isomorph ist.


Beweis zu (ii):

(1) 
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 ist bijektiv, d.h. es existiert die Umkehrfunktion 
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. Das bedeutet, a) für jedes 
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(2) Die zwei obigen Bedingungen (1) a) und (1) b) sind symmetrisch. Für jedes 
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, und für jedes 
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. Daraus folgt, daß 
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Beweis zu (iii):

(1) 
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 ist ein Homomorphismus, d.h. es gilt 
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(2) Zu zeigen ist, daß auch 
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 ein Homomorphismus ist, d.h. daß gilt 
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Umformen ergibt:
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Kommentar

 

siehe

in 

einsetzen 


Kommentar: Das einsetzen in 
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 ist erlaubt, weil auf beiden Seiten des Gleichheitszeichens Ausdrücke stehen, die in 
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 sind.

Die letzte Zeile der Umformung ist äquivalent mit der Aussage (1), der Homomorphie-Bedingung für 
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. Von der Aussage (1) wissen wir, daß sie wahr ist. Damit ist die Bedingung (2) erfüllt, und 
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 ist ein Homomorphismus.

Aufgabe 2b


Zu zeigen: Für jede Basis 
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 gilt, 
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(i) Jedes 
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 läßt sich als LK der Basisvektoren von 
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 darstellen: 
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(ii) Weil 
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 bijektiv ist, läßt sich jedes 
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 durch Abbildung eines Elementes aus 
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 erzeugen: 
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(iii) Weil 
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 bijektiv ist, gilt 
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Die Definition für 
[image: image47.wmf]x
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 aus (i) darf in (ii) eingesetzt werden, weil es sich in beiden Fällen um ein beliebiges Element aus 
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 handelt. Daraus folgt:
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Weil 
[image: image50.wmf](

)

j

 ein Homomorphismus ist, darf die Abbildung einer Verknüpfung als Verknüpfung der Abbildungen geschrieben werden:
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Weil 
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Dieser Ausdruck besagt, daß sich jedes 
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 als LK einer Basis von 
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 darstellen läßt, die nach 
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 abgebildet wurde. Damit ist bewiesen, daß die nach 
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 transformierte Basis ein Erzeugendensystem für 
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Es bleibt nachzuweisen, daß dieses Erzeugendensystem für 
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 das kleinste Erzeugendensystem, also eine Basis für 
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, ist. 

(j) Basisvektoren müssen voneinander l.u. sein

(jj) Die Anzahl der Basisvektoren entspricht der Länge der Basis
(jjj) Die Länge einer Basis entspricht der Dimension des durch sie aufgespannten 

      Vektorraumes, d.h. 
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Weil B eine Basis von 
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 ist, und 
[image: image65.wmf]2

1

dim

dim

V

V

=

, stimmt die Anzahl der Basisvektoren in B mit der Dimension von 
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 überein. Weil die nach 
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 abgebildete Basis zudem ein Erzeugendensystem ist, ist 
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Aufgabe 2c

Folgere, daß die Polynome 1, X, ..., Xn eine Basis des Vektorraumes K[X]n bilden.

(i) Ich bezeichne die Menge aller Elemente, die sich durch Linearkombinationen der Polynome 
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 erzeugen lassen, mit M: 
[image: image71.wmf]R

x

R

a

x

a

x

a

x

a

x

a

a

M

i

n

n

Î

Î

+

+

+

+

+

®

,

...

3

3

2

2

1

0

.

(ii) Jedes 
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 ist durch genau (!) eine Linearkombination darstellbar.

(iii) Durch Substitution läßt sich die Zuordnung wie folgt schreiben:
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(iv)  Jedes Element dieser Menge ist durch eine Linearkombination  Kombiniert man die Polynome, läßt sich mit ihnen jede Abbildung der Form  läßt sich
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