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Zusammenfassung

Diese Formelsammlung enthélt samtliche Definitionen, Sdtze, Lemma-
ta und Corollare aus dem Wotschke-Skript zur gleichnamigen Vorlesung,
jedoch keine Beweise und Bemerkungen.

1 Einfiihrung in die AFL-Theorie

1.1 a-Transducer, AFLs und Semi-AFLs

Definition 1.1.1 (AFLs) FEine AFL (Abstract Family of Languages) ist eine
Familie von Sprachen, die mindestens eine nichtleere Sprache enthdlt und unter
Vereinigung, Konkatenation, Kleene +, nichtléschendem Homomorphismus, in-
versem Homomorphismus und Schnitt mit reguldren Mengen abgeschlossen ist.

Eine volle AFL ist eine AFL, die unter Homomorphismus abgeschlossen ist.

Definition 1.1.2 Sei L eine Familie von Sprachen. Dann ist F (L) die kleinste
AFL, die L enthdlt, und F(L) die kleinste volle AFL, die L enthdlt.

Definition 1.1.3 Wenn es eine Sprache L mit L = F(L) gibt, dann ist L eine
principal AFL und L heifit Generator von L.

Wenn L = F(L), dann ist L eine full principal AFL und L heifit voller
Generator von L.

Definition 1.1.4 !
Seien R die Familie der e-freien reguliren Mengen und R die der requliren
Mengen. Dann gilt:

e Ry ist eine principal AFL, die durch eine e-freie requlire Menge erzeugt
wird;

e R ist eine principal AFL, die durch eine requlire Menge erzeugt wird, die
€ enthdlt;

1 Anmerkung: Dies sind keine Definitionen im strengen Sinne, sondern Sitze bzw. Lemmata,
deren Beweise im Skript nicht erbracht wird.



e R ist eine volle principal AFL;

e jede regulire Menge ist ein voller Generator von R.

Definition 1.1.5 (Substitution) Sei 7(a), a € ¥ eine Sprache und L C X7.
Dann wird 7(L) aus L wie folgt gebildet:

7(e) = {e}

T{ar...an}) = 7(a1)...7(ay) fir a1,...,a, € ¥4
(L) = |Jr({w}) fir L C %5
weL

T 1st eine Substitution.

7(L) ist eine Substitution in L.

Falls kein 7(a) das leere Wort € enthiilt, ist eine T eine e-freie Substitution.
e Falls 7(a) € L fiir alle a, ist T eine L-Substitution.

Fiir zwei Sprachfamilien £ und Lo gilt:

o LioLy={r(L)| L€ Ly, T ist eine e-freie L5-Substitution}

o L16Ly={r(L)| L€ Ly, T ist eine Lo-Substitution}

Fiir eine Sprachfamilie L gilt:

L ist abgeschlossen unter Substitution durch Lo in Ly falls L1 6 L5 C L;

L ist abgeschlossen unter e-freier Substitution durch Lo in L1 falls L1 0 Lo C
L;

L ist abgeschlossen unter Substitution durch Ly falls L6 L1 C L;

L ist abgeschlossen unter e-freier Substitution durch £y falls Lo L1 C L;

L ist abgeschlossen unter Substitution durch Ly falls L abgeschlossen ist
unter Substitution von L1 in L;

L ist abgeschlossen unter e-freier Substitution durch L1 falls L abgeschlos-
sen ist unter e-freier Substitution von Ly in L;

L ist abgeschlossen unter Substitution falls L& L C L;

L ist abgeschlossen unter e-freier Substitution falls Lo L C L;

Corollar 1 Ry ist unter e-freier Substitution abgeschlossen. R und C sind unter
Substitution abgeschlossen.

Satz 1.1.1 (Substitution von AFLs in R)

e Jede AFL ist unter Substitutition in e-freie requlire Mengen abgeschlossen;



e jede AFL, die {e} enthilt, ist unter Substitutition in regulire Mengen ab-
geschlossen.

o Fiir eine e-freie AFL L gilt: L =Ro6 L =Roo L
e Fiir eine AFL L, die {e} enthilt, gilt: L=Ro6 L=R6L=Ro L

Corollar 2 Jede AFL enthdlt alle e-freien Mengen; jede AFL, die {e} enthilt,
enthdlt alle requliren Mengen.

Definition 1.1.6 (a-Transducer) FEin a-Transducer ist ein 6- Tupel
M= (K,%,AH, q,F)
mit folgenden Elementen:
o K ist eine endliche Zustandsmenge, qo € K, FF C K
e X, ist ein endliches Fingabealphabet
o A ist ein endliches Ausgabealphabet
o H ist eine endliche Teilmenge von K x ¥ x A* x K

Die Funktion ypr von K x X§ x K in die Teilmengen von A* sei mit M wie
folgt assoziiert:

7M(q1waql) = {z1...2n | Iqi, wi, i, qip1) € H,
1 SZSInﬂql = {q,qn+1 :q/aw:wl---wn}
M) = |J vmlgo,e.f)U{e] qo € F}
feF
Mw) = |J (g, w, f) firw#e
fEF

Fiir eine Sprache L seien

ML) = [JM@w)
weL
M YL) = {w|Mw)NnL#0}

Definition 1.1.7 Sei M = (K,%1,A, H,qo, F) ein a-Transducer.
e M ist e-ausgabefrei falls HC K x ¥f x AT x K
e M ist e-eingabefrei falls H C K x X7 x A* x K
e M ist 1-bounded falls H C K x (X1 N {e}) x (AN{e}) x K



e M ist e-ausgabebegrenzt falls ein k > 0 existiert, so daf$ € ¢ vy (q,w,q")
fir {w| > k

e M ist e-eingabebegrenzt falls ein k > 0 existiert, so daffw € vy (g, e,q") =
lw| <k

Lemma 1.1.1 Fir einen a-Transducer M g¢ibt es einen a-Transducer M mit
M(w) = M~ (w) und M (w) = M~ (w) fiir alle w; weiterhin ist M e-aus(ein)-
gabebegrenzt (frei) genau dann, wenn M e-ein(aus)gabebe grenzt(frei) ist, und
M ist 1-bounded falls M 1-bounded ist.

Lemma 1.1.2 Wenn M ein e-aus(ein)gabebegrenzter a-Transducer ist, ewis-
tiert ein e-aus(ein)gabefreier a-Transducer M mit M (w) \ {e} = M (w) \ {e} fiir
alle w # €.

Lemma 1.1.3 Sei M ein a—Tmn:s‘ducer. Dann existiert ein a-Transducer M, so
dafs iiberall M(w) = M(w) gilt, M 1-bounded ist und M e-aus(ein)gabebegrenzt
ist, falls M e- aus(ein)gabebegrenzt ist.

Lemma 1.1.4 Seien M, und Ms> a-Transducer. Es existiert ein a- Transducer
M3 mit M3(w) = Mo (M, (w)) fiir alle w; M3 ist e-aus(ein)gabefrei falls My und
My beide e-aus(ein)gabefrei sind.

Definition 1.1.8 (Semi-AFLs) Eine Semi-AFL (auch: Trio) ist eine Sprach-
familie, die mindestens eine nichtleere Sprache enthdlt und unter nichtléschen-
dem Homomorphismus, inversem Homomorphismus und Schnitt mit regquldren
Mengen abgeschlossen ist.

Eine volle Semi-AFL ist eine unter Homomorphismus abgeschlossene Semi-
AFL.

Satz 1.1.2 (Semi-AFLs und a-Transducer) FEine nichitriviale Familie von
Sprachen ist unter Abbildung durch einen a-Transducer genau dann abgeschlos-
sen, wenn sie eine volle Semi-AFL ist.

Eine nichttriviale Familie von Sprachen ist unter Abbildung durch einen e-
ausgabefreien a-Transducer genau dann abgeschlossen, wenn sie eine Semi-AFL
18t.

Corollar 3 Jede AFL ist unter Abbildung durch einen c-ausgabefreien a- Trans-
ducer abgeschlossen; jede volle AFL ist unter Abbildung durch einen a-Transdu-
cer abgeschlossen.

Corollar 4 Wenn R regulir und M ein a-Transducer ist, ist M (R) reguldr.

Corollar 5 Wenn L kontextfrei und M ein a-Transducer ist, ist M (L) kon-
textfrei.

Definition 1.1.9 Fir eine nichttriviale Sprachfamilie L ist

ML) = {M(L)|Le€ L, M ist ein € - ausgabefreier a-Transducer}
ML) = {M(L)|LeL,M ist ein a- Transducer}



Satz 1.1.3 Sei L eine nichttriviale Sprachklasse.
1. Die folgenden Aussagen fiir eine Sprachklasse L1 sind dquivalent:

(a) Ly ist die kleinste Semi-AFL, die L enthilt.

(b) Ly ist der Abschlufi von L unter Abbildung durch e-ausgabefreie a-
Transducer.

(c) L1 =M(L)
(d) L1 = {ha(hy*(L)NR) | L € L, h; Homomorphismus,
ha nichtloschender Homomorphismus}

2. Die folgenden Aussagen fiir eine Sprachklasse Lo sind dquivalent:

(a) Ly ist die kleinste volle Semi-AFL, die L enthdlt.

(b) Lo ist der Abschluff von L unter Abbildung durch a-Transducer.

(¢c) Ly = M(L)

(d) Ly ={ha(h7"(L)NR) | L € £, h; und hy Homomorphismen}
Corollar 6 Falls £ eine Semi-AFL, L € L und M ein e-ausgabegrenzter a-
Transducer ist, dann ist M (L) \ {e} in L.

Corollar 7 Falls L eine Semi-AFL ist, dann ist Ro C L; fir {e} € L gilt
RCL.

Corollar 8 Fiir eine e-freie requlire Menge R gilt M(R) = Ro; falls R ¢
enthdlt, gilt M(R) =R.

Corollar 9 Fiir eine e-freie regqulire Menge R und ein Wort w existiert ein
e-ausgabefreier a- Transducer M mit R = M (w); falls R regulir ist, existiert ein
e-ausgabefreier a-Transducer M mit R = M (€).

Definition 1.1.10 Falls £L = M(L) fiir ein L € L, dann ist L eine principal
Semi-AFL; falls £L = M(L), ist L eine volle principal Semi-AFL.

Definition 1.1.11 (Links- und Rechtsquotient von Sprachen) Fir Spra-
chen Ly und Lo seien die Operationen Links- und Rechtsquotient wie folgt de-
finiert:
Ly/Ly ={x |3y € Ly,zy € L1} ist der Rechtsquotient von Ly durch L.
Lo\L, ={z |3y € La,yx € L1} ist der Linksquotient von Ly durch L.

Satz 1.1.4 (Abschlufleigenschaften von Semi-AFLs)
1. FEine Semi-AFL ist abgeschlossen unter:

o Substitution durch e-freie requlire Mengen,
o Schnitt mit reguliren Mengen,

e Abbildung durch e-ausgabefreie begrenzte a-Transducer (ohne €) und



o Konkatenation und Vereinigung mit requliren Mengen.
2. FEine principal Semi-AFL ist zusdtzlich abgeschlossen unter Vereinigung.
3. FEine volle Semi-AFL ist zusdtzlich abgeschlossen unter:

o Substitution durch beliebige regulire Mengen und

e Quotienten mit requliren Mengen.

Corollar 10 FEine volle AFL ist abgeschlossen unter Quotienten mit requldren
Mengen.

Corollar 11 Die Klasse der requliren Mengen ist unter Quotienten mit re-
guldren Mengen abgeschlossen.

Corollar 12 Die Klasse der kontextfreien Sprachen ist unter Quotienten mit
reguldren Mengen abgeschlossen.

Corollar 13 Fiir eine AFL L gilt L = Lo R. Fiir eine volle AFL L gilt L =
LoR.

1.2 Charakterisierung von AFLs

Lemma 1.2.1 Seien L1 und L3 Sprachfamilien und Lo eine unter lingener-
haltendem eins-zu-eins- Homomorphismus abgeschlossene Sprachfamilie. Dann
gilt:

510(£2053) = (£10'£2)(7£3
L16(Ly6Ls) = (L16L2)6 L3

Definition 1.2.1 Fin Homomorphismus h heifit e-beschrinkt auf einer Spra-
che L, falls ein k > 0 existiert mit (zyz € LAh(y) =€) = |y| <k

Corollar 14 Sei L eine Semi-AFL, L € L und h ein e-beschrinkter Homomor-
phismus auf L. Dann gilt h(L) \ {€} € L.

Lemma 1.2.2 Sei L eine Sprachklasse, die mindestens eine Menge {c, €} enthilt
und unter Substitution durch e- freie regqulire Mengen, Schnitt mit requldren
Mengen und e- beschrinkten Homomorphismen abgeschlossen ist. Dann ist L
unter inversen Homomorphismen abgeschlossen.

Corollar 15 Sei L eine nichttriviale, e-freie Sprachklasse, die unter Substituti-
on durch e-freie requldre Mengen und Schnitt mit requliren Mengen abgeschlos-
sen ist. Sei weiterhin h(L) \ {€} € L falls L € L und h auf L e-beschrinkt ist.
Dann ist L unter inversen Homomorphismen abgeschlossen.

Satz 1.2.1 Sei L eine Sprachfamilie.



1. L ist eine volle AFL genau dann, wenn L mindestens eine Menge {c} mit
festem ¢ enthdlt und unter Substitution in, Substitution durch und Schnitt
mit requliren Mengen abgeschlossen ist.

2. L ist eine AFL, die {€} enthilt, genau dann, wenn L mindestens eine
Menge {c,e}, c # € enthdlt und unter Substitution in und Schnitt mit
requldren Mengen, Substitution durch e-freie requlire Mengen und unter
e-beschrinkten Homomorphismen abgeschlossen ist.

3. L ist eine e-freie AFL genau dann, wenn L e-frei und nichttrivial ist, unter
Schnitt mit requldren Mengen sowie Substitution in und Substitution durch
e-freie requlire Mengen abgeschlossen ist und fiir alle auf L e-beschrdinkten
Homomorphismen, L € L, die Menge h(L) \ {¢} enthilt.

Satz 1.2.2 (AFL-Zerlegungssatz) Flir eine nichttriviale Sprachfamilie L gilt:

F(L) = RooM(L)
F(L) = RooM(L)

Corollar 16 Fiir eine Sprache L # ( gilt:

F(L) =Ro 6 M(L)
F(L) = Ro 6 M(L)

Definition 1.2.2 Fir eine Sprachfamilie L sei

H(L) = {h(L)|L € L,h nichtldschender Homomorphismus}
H(L) = {h(L)|L € L,h Homomorphismus}

Satz 1.2.3 Fiir eine Sprachfamilie L gilt
F(L) = H(F (L))
Corollar 17 Fiir eine Sprachfamilie £ gilt M(L) = H(M(L)).
Corollar 18 Fiir eine Sprache L gilt F(L) = H(F(L)).
Corollar 19 Fiir eine Sprache L gilt M(L) = H(M(L)).
Corollar 20 Sei £ eine Sprachfamilie. Fir L € M(/J) existieren eine Sprache
L' € M(L), ein Symbol ¢ und ein Homomorphismus h mit h(c) = €, h(a) =
a sonst, so daff L = h(L').
Corollar 21 Sei L eine Sprachfamilie. Fiir L € .7:'(£) ezistieren eine Sprache

L' € F(L) und ein Symbol ¢, so daff L = h(L'). Dabei ist h der Homomorphis-
mus, der c loscht und iiberall sonst die Identitdit ist.



2 Automaten mit endlicher Zustandskontrolle

2.1 AFAs (Abstract Families of Automata)

Definition 2.1.1 (AFA-Schema) Fin AFA-Schema ist ein Quadrupel Q =
(T, 1, f,g) mit folgenden Elementen:

1. T ist eine Menge von Speichersymbolen;
2. I ist eine Menge von Anweisungen;

3. g ist eine partielle Funktion von I'* nach T'*, genannt die Speicherinforma-
tionsfunktion;

B

. [ ist eine partielle Funktion von I'* x I nach I'*, genannt die Speicher-
iiberfithrungsfunktion;

D

. [ und g erfiillen folgende Einschrinkungen:

(a) g(x) =ex=c¢

(b) Fiir jedes v € g(I'*) ezistiert ein u, € I so daff g(z) = v =
f(z,uy) = .

(c) Fiir jedes uw € I existiert eine endliche Menge ', C T so daff z €
I't = f(z,u) € (T, UTT)*.

Definition 2.1.2 Fin AFA-Schema Q = (I, 1, f, g) heift endlich codiert, wenn
I'Ug(T™) endlich ist.

Definition 2.1.3 (AFA) Gegeben sei eine feste abzihlbar unendliche Menge
von Zustinden K wund eine feste unendliche Menge von Eingabesymbolen X.
Eine AFA (Abstract Family of Automata) ist ein Paar (2, D) (oder einfach
nur D) mit den Eigenschaften:

1. Q= ({,1,f,g) ist ein AFA-Schema.
2. D ist die Klasse aller Akzeptoren D = (K1,%4,0,q0, F1) mit

(a) Ky C K ist eine endliche Menge von Zustinden, qo € K1 und Fy C
K,

(b) 1 C X ist eine endliche Menge von Eingabesymbolen

(c) 0 ist eine Funktion von K; x (X1 U {e}) x g(I'*) in die endlichen
Teilmengen von Ky x I so daf8

Gp={y|Jg e Ki,ac (Z1U{e}): d(g,a,7) # 0}
endlich ist.

Definition 2.1.4 Fine Momentanbeschreibung von D ist ein Element von K1 X
31T x I



Definition 2.1.5 Die Relation Fp sei fiir Momentanbeschreibungen von D wie
folgt definiert: Falls (¢',u) € d(q,a,7), g(x) =7, f(z,u) definiert ist und w €
Y5, dann ist (¢,aw,x) Fp (¢, w, f(z,u)).

Seien C, C' und C" Momentanbeschreibungen. Dann ist C +%, C. Falls
CHLC und C' Fp C", dann ist C l—%"’l C". Falls C V7 C' fir einn > 0,
dann gilt C F}, C'.

Definition 2.1.6 Fin Akzeptor D erkennt die Sprache
L(D) = {U) | 3f € Fl,(qo,w,e) l_}) (f,e,é)}
Definition 2.1.7 FEin Akzeptor D lauft in Quasirealzeit, wenn ein k existiert,
so daf8 fir alle q, ¢', x, «' gilt: (¢,¢,2) ) (¢, e,2") = n < k.
D ist e-frei falls §(q,€e,y) = 0 (undefiniert) fiir alle ¢ € K1,7 € Gp.
Definition 2.1.8

£D) = {LD)|DeD)
LY(D) = {L(D)|D € D, D lauft in Quasirealzeit}

Definition 2.1.9 Die reguléire AFA ist die AFA (Qr,Drg), Qr = (0,{¢c}, fr, 9r)
mit wie folgt definierten Funktionen:

fr(e,€) = gr(e) = €

Definition 2.1.10 Die PDA-AFA ist die AFA (Qp,Dp), Qp = (T, T*, fp,gp)
mit wie folgt definierten Funktionen:

fr(e,u) u fiiru € T
fr(Az,u) uzx fir AeT, z,u e T”
gpe) = ¢
gp(Az) = AfirAel, z,uel™”

Definition 2.1.11 Ist (2, D) eine AFA mit L'(D) = L, dann ist (Q,D) eine
Reprisentation von (reprisentiert) L.

Ist (2, D) eine AFA mit L(D) = L, dann ist (2, D) eine volle Représentation
von L (reprasentiert £ voll).

Corollar 22 (Qg,Dg) reprisentiert R und reprasentiert R voll.
Corollar 23 (Qp,Dp) reprisentiert CFL und reprisentiert CFL wvoll.

Definition 2.1.12 Sind (2,D), Q = (T, I, f,g9) und (', D), Q' =", I, f',q")
beide AFAs, dann ist (', D') eine Sub-AFA wvon (2, D), falls folgende Bedin-
gungen erfillt sind:



L T'CT, I'CI
2. Fiir alle x e T, we I gilt f'(z,u) = f(z,u).
3. 3H C g(T*) so dap fiir alle x € T gilt:

() = g(z) falls g(z) definiert ist und in H liegt
g\ = ¢ sonst

Corollar 24 Ist (Q',D') eine Sub-AFA von (,D), dann ist L'(D') C L(D)
und L(D") C L(D).

Corollar 25 Fiir jede AFA (Q,D) gilt: R C L!(D).

Definition 2.1.13 FEine AFA (Q, D) heifit endlich codiert, falls 2 ein endlich
codiertes AFA-Schema ist. Fine AFA (2, D) heifit endlich codierbar wenn es
eine endlich codierte Sub-AFA (Q',D') mit L}(D) = LY{(D') gibt.

2.2 AFA-Sprachen und das AFL-Lemma

Die sechs folgenden Lemmata sind auf eine feste AFA (2,D), @ = ([, 1, f,g)
und einen Quasirealzeit-Akzeptor D = (K1, %1,01,q0,F1), D € D bezogen.

Lemma 2.2.1 L£¥(D) ist abgeschlossen unter Schnitt mit reguliren Mengen.
Lemma 2.2.2 LY(D) ist abgeschlossen unter Vereinigung.

Lemma 2.2.3 L£Y(D) ist abgeschlossen unter inversen Homomorphismen.

Lemma 2.2.4 L£(D) ist abgeschlossenunter Homomorphismen, und Lt(D) ist
abgeschlossen unter nichtloschenden Homomorphismen.

Lemma 2.2.5 L!(D) ist abgeschlossen unter Konkatenation.
Lemma 2.2.6 L£!(D) ist abgeschlossen unter Kleene+.

Satz 2.2.1 Wenn (Q,D) eine AFA ist, dann ist L'(D) eine AFL, die {€}
enthdlt.

Lemma 2.2.7 Wenn D ein Akzeptor in der AFA D ist, dann gibt es einen
e-freien Akzeptor D' und einen Homomorphismus h mit

1. L(D) = h(L(D"),

2. wenn D in Quasirealzeit liuft, ist h auf L(D') e-beschrinkt und

3. es gibt ein Symbol ¢ so daff h(c) =€ und h(a) = a fiir alle a # c.

Satz 2.2.2 Sei (2, D) eine AFA. Dann ist L(D) eine volle AFL und
£(D) = H(£! (D)) = F(£4(D))

10



2.3 Endlich codierte AFAs

Lemma 2.3.1 Sei (2,D), Q= (T,1,f,g) eine AFA. FallsToq CT, Iy C I und
H C g(T*), dann definiert (o, Iy, H) eine Sub-AFA von D, (1,D1), O =
(T1, I, f1,91) so daf8 folgende Bedingungen gelten:

1. Tg CT, Iy C 1,
2 gu(@) = g(@) fiir g(x) € HU{e}, g(x) = 0 sonst,
3. Falls IgU H endlich ist, ist Q0 endlich codiert, und

4. falls D ein Akzeptor aus D ist, dessen Instruktionen in Iy liegen und fiir
den Gp C H U {e} gilt, dann ist D € D.

Corollar 26 Falls D ein Akzeptor ist, der ausschlieflich Instruktionen aus Iy
benutzt, dann ist D in der Sub-AFA, die durch (0,1y,Gp) beschrieben wird,
enthalten und definiert die selbe Sprache.

Lemma 2.3.2 Sei (2,D) eine AFA. Dann gilt:

(D) = U £H(D")
D’ endl. cod. Sub-AFA v. p

L(D) = U L(D')
D' endl. cod. Sub-AFA v. p

Satz 2.3.1 Sei D eine AFA.

1. Wenn LY(D) eine principal AFL ist, dann ist L'(D) = LY(D') fiir eine
endlich codierte Sub-AFA D' von D; das heifit, L1(D) hat eine endlich
codierte Reprisentation, die eine Sub-AFA von D ist.

2. Wenn L(D) eine volle principal AFL ist, dann ist L(D) = L(D') fir eine
endlich codierte Sub-AFA D' von D; das heifst, L(D) hat eine endlich
codierte volle Reprisentation, die eine Sub-AFA von D ist.

Definition 2.3.1 Fine 0-Schritt-Berechnung hat die Spur e.

Ist (¢',u) € 6(q,a,7), g(z) = v und f(z,u) # 0, dann ist (y,u) eine Spur
der 1- Schritt-Berechnung (q,aw,z) Fp (¢',w, f(z,u)).

Ist (y1,u1) ... (n,un) die Spur einer n- Schritt-Berechnung C Fp, C',n <
1 und (Yni1;Uny1) die Spur der 1-Schritt-Berechnung C' Fp C", dann ist
(Y1, u1) -« (Yns un) (Yt 1, Unt1) die Spur der n + 1-Schritt-Berechnung C F75
c.

Definition 2.3.2 Lp ist die Menge aller Spuren aller akzeptierenden Berech-
nungen von D.

Lemma 2.3.3 Sei (2,D), Q= (T,1, f,g) eine AFA und D = (K1, %4,6,q0, F1)
ein Akzeptor in D. Wenn (y1,u1) ... (Yn, un) die Spur einer Berechnung aus Lp
ist, dann ist

11



1. =e¢
2. fle;uy...up) =€ und
3. vit1 = 9(f(e,uy ... w;)) firl <i<n.
Definition 2.3.3 Sei (2, D) eine endlich codierte AFA. Sei
Ip ={(v,u)|y€gT”) und u e I}
Der natiirliche Generator von D ist die wie folgt definierte Teilmenge von X},:

LD = {G}U{(Wlaul)---('yn;un)|’71 =€:f(6,u1...un),
Vi1 = g(fle,uy ... u;)) fiir 1 <i < n}

Corollar 27 Wenn D ein Akzeptor einer endlich codierten AFA D ist, dann
st LD g LD.

Lemma 2.3.4 Sei D eine endlich codierte AFA. Es existiert ein e-freier Ak-
zeptor D € D mit L(D) = Lp = Lp.

Corollar 28 F(Lp) C L{(D).

Lemma 2.3.5 Sei D ein e-freier Akzeptor in einer AFA D. Es existiert ein e-

ausgabefreier a-Transducer M, fir den L(D) = M (Lp) gilt und, falls D endlich
codiert ist, L(D) = M (Lp).

Satz 2.3.2 Fliir eine endlich codierte AFA D gilt
LYD) = F(Lp) = M(Lp)

L(D) = F(Lp) = M(Lp)
Corollar 29 Wenn D eine endlich codierte AFA ist, ist L1(D) eine principal
AFL und eine principal Semi-AFL, und L£(D) ist eine volle principal AFL und
eine volle principal Semi-AFL.

2.4 Das Principal AFL-Theorem

Definition 2.4.1 Sei L C X7 dber einem endlichen Alphabet X1, ur, ein neues
Symbol und A ein festes Element von Yy. Seien weiterhin Ty = X1, I =
Y U{eur} und

grle) = ¢
gr(z) = Afirallex € X7,
fr(z,a) = mafiir alle z € ¥},a € ¥; U {e},
fr(z,up) = efiirallez € L,
fo(z,ur) = Ofirallex ¢ L

Sei QL = (FL,IL,fLagL)-
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Corollar 30 Qj, ist ein endlich codiertes AFA-Schema.
Lemma 2.4.1 L € L{(Dy).
Definition 2.4.2 MinL={weL|w=2y=>w=zVw=yVz ¢ L}

Lemma 2.4.2 Wenn L der natiirliche Generator einer endlich codierten AFA
ist, dann ist L = (MinL)*.

Definition 2.4.3 Zwei Sprachen L und L' sind dquivalent, wenn F(L) = F(L').
Sie sind m- dquivalent, wenn M(L) = M(L').

Lemma 2.4.3 Seien L C X7 und ¢ ein Symbol, das nicht in X1 enthalten ist.
Dann ist (Lc)* m-dquivalent zum natiirlichen Generator von (5, Dr).

Satz 2.4.1 Fiir eine beliebige Sprache L existiert eine endlich codierte AFA
Dy, so daf fiir ein Symbol ¢ ¢ Xy, gilt:

LD = FLU{e)
L) = FLU{e)

M((Lc)")

M((Le)")

Corollar 31 FEine AFL, die € enthilt, ist genau dann eine principal AFL, wenn
sie durch eine endlich codierte AFA reprisentiert wird.

Corollar 32 FEine volle AFL ist genau dann eine volle principal AFL, wenn
sie eine endlich codierte volle Reprisentation hat.

Corollar 33 FEine AFL L ist genau dann eine principal AFL, wenn es eine
endlich codierte Reprisentation fir F(L U {e}) = Ro & (LU {e}) gibt.

Corollar 34 Fiir eine nichtleere Sprache L und ein neues Symbol ¢ gelten

F(LU{e}) = M((Le)")
F(L—A{e}) = M(L)T)

F(L) = M((Lo)") = M((Le)h)

Corollar 35 Jede principal AFL ist eine principal Semi-AFL, und jede volle
principal AFL ist eine volle principal Semi-AFL.

Satz 2.4.2 (Principal AFL Theorem)

1. Fine Sprachklasse, die {e} enthilt, ist eine principal AFL genau dann,
wenn sie

e durch eine endlich codierte AFA reprisentiert wird,

e cine AFA-Reprisentation hat und jede Reprisentation eine endlich
codierte Sub-AFA besitzt, die auch eine Reprdisentation ist oder

o cine AFA-Reprisentation hat und jede AFA-Reprisentation endlich
codierbar ist.
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2. FEine Sprachklasse ist eine volle principal AFL genau dann, wenn sie

e durch eine endlich codierte AFA voll reprisentiert wird oder

o cine volle AFA-Reprisentation hat und jede volle Reprdsentation eine
endlich codierte Sub-AFA besitzt, die auch eine volle Reprisentation
15t.
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A Verwendete Begriffe und Definitionen

A.1 a-Transducer

Y (K x X5 x K)
M(L)

ML)

M ist e-ausgabefrei
M ist e-eingabefrei
M ist 1-bounded

M= (K,%,AH,q,F) aTransducer mit H C K x ¥ X A* x K

Ausgabefunktion eines a-Transducers M
Abbildung durch a-Transducer

inverse Abbildung durch a-Transducer
HCKxXIxAt xK

HCKxY xA*x K
HCKx((Zin{e}) x(An{e}) x K

M ist e-ausgabebegrenzt 3k > 0] € ¢ yar(q, w,q") fiir |w| > k
M ist e-eingabebegrenzt 3k > 0| w € yp(q,e,¢") = |w| < k

A.2 Sprachfamilien

Semi-AFL

Volle Semi-AFL
AFL

Volle AFL

F(L)

F(L)
L=F(L),LeL
L=FL),LeL
M(L)

(£)
L=M(L),LeL
L=M(L),LeL
)
)

I <

S

2

nichttriviale, unter h,;, h~! und NR abg. Sprachfamilie
unter h abgeschlossene Semi-AFL

unter U, - und Kleene+ abgeschlossene Semi-AFL
unter h abgeschlossene AFL

kleinste AFL, die £ enthilt

kleinste volle AFL, die £ enthélt

L ist principal AFL; L ist Generator von £

L ist volle principal AFL; L ist Generator von £
{M(L)| L € L, M ist ein e- ausgabefreier a-Transducer}
{M(L)| L € L, M ist ein a-Transducer}

L ist principal Semi-AFL

L ist volle principal Semi-AFL

{h(L) | L € L, h nichtléschender Homomorphismus}
{h(L) | L € £, h Homomorphismus}

A.3 Operationen auf Sprachen und Sprachklassen

T(L)

7(a) € L fiir alle a
El g Ez

L6 Ly

Li/Lo

Lo\L

MinL

L iquivalent L'

L m-aquivalent L’

Substitution in L

L- Substitution

{r(L) | L € Ly, 7 ist eine e- freie Lo-Substitution}
{r(L) | L € Ly, 7 ist eine L-Substitution}

{z | Jy € L, zy € L1} Rechtsquotient von Ly durch Lo
{z | 3y € L, yx € L.} Linksquotient von L; durch Lo
alle préifixfreien Worte von L

F(L) =F(L"

M(L) = M(L")
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A.4 AFA-Schemata und Akzeptoren

D
(g, w,v) € K3 x X7 xT*
(q,w,7) Fp (¢, w',7")

Q=(T,1,f,g)
) ist endlich codiert
Qr,

D = (K,%1,9,q, F1)

AFA-Schema

T'Ug(T*) ist endlich

auf einer Sprache L konstruiertes AFA-Schema
Akzeptor mit § : Ky x (X1 U{e}) x g(T*) — endL
Teilmengen von Ky x I

Klasse aller Akzeptoren eines AFA-Schemas
Momentanbeschreibung eines Akzeptors
Berechnung eines Akzeptors

L(D) von D akzeptierte Sprache
D lauft in Quasirealzeit |e—Uberg5inge pro Eingabesymbol| <k
D e-frei keine e-Ubergénge zugelassen
£(D) {L(D) | D € D}
L(D) {L(D) | D € D, D lduft in Quasirealzeit}
A.5 AFAs
(Q,D) AFA
(Q, D) reprisentiert £ (Q,D) ist AFA mit LY(D) = L
(Q, D) reprisentiert £ voll (Q,D) ist AFA mit £(D) = L
(Y, D') Sub-AFA von (Q,D) T',I',f' ¢ sind jew. in I, I, f, g enthalten
(©,D) ist endlich codiert Q ist endlich codiert
(2, D) ist endlich codierbar 3 endl. codierte Sub-AFA mit £!(D) = LY(D')
(7,u),7 = g(x) Spur von (g, aw, ) p (¢',w, ()
Lp alle Spuren aller akz. Berechnungen von D
Lp alle Spuren aller akz. Berechnungen von

D € D (natiirlicher Generator von D)
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