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Abgabe 15.05.2001 vor der Vorlesung

Aufgabe 3.1

Mit den vier zur Verfügung stehenden Schiffen der Größen 1, 2, 3 und 4 kann der Spieler gemäß den Regeln (Abstand der Schiffe muß mindestens ein Kästchen betragen und diagonale Positionierungen sind unzulässig) eine große Reihe von Anordnungen bilden (die Konzeptklasse). Eine Anordung der Schiffe stellt ein Konzept ci dar, beispielsweise das folgende: 
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Ein Konzept besteht somit aus zehn Koordinaten. Beispielmengen S, für die gleichen „Spielregeln“ wie für Konzepte gelten und die von der Konzeptklasse zertrümmert werden, können damit maximal 10 Elemente haben, um die größte Menge der Potenzmenge zu überdecken und somit die Bedingung 
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zu erfüllen. Eine obere Schranke für die VC-Dimension ist somit mit zehn gefunden. Können aber tatsächlich Beispielmengen S mit |S| = 10 zertrümmert werden? Beispielmengen, die nur ein Schiff repräsentieren, also einen Koordinatenstrang der Länge 1, 2, 3 oder 4 haben, sind leicht zu zertrümmern, da jede Abdeckung mit maximal zwei Schiffen zu erreichen ist.

Wie sieht es aber mit größeren Beispielmengen aus? Zunächst die Betrachtung einer Menge S mit |S| = 7. Diese besteht aus einen Strang mit 4 und einem Strang mit 3 Koordinaten. Beispielsweise folgendermaßen:
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Wie im vorherigen Absatz angegeben, ist ein Strang der Länge 4 bzw. 3 durch zwei „Schiffe“ in einem jeweiligen Konzept zu überdecken. Da vier Schiffe der entsprechenden Längen zur Verfügung stehen (insbesondere der Längen 4 und 3, um die komplette Abdeckung zu erreichen), können beide Stränge überdeckt werden. Zunächst gilt daher
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Stellt man diese Beispielmenge ein wenig um und fügt ein weiteres Schiff hinzu, wird S wie folgendermaßen illustriert mit |S| = 8 zu 
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Die Potenzmenge der achtelementigen Beispielmenge S besteht aus 2|S| = 256 Mengen. Das sind einige zu überprüfende Mengen und die Begründung für |S| ( 7 mit der Zerlegung in Teilprobleme gilt hier nur noch bedingt, da drei Stränge von nur vier Schiffen überdeckt werden müssen. Für bestimmte Mengen aus diesen 256 sind daher Überdeckungen nötig, die Teile mehrerer Stränge überdecken. Beispielsweise kann die untere Koordinate des Dreierstrangs und die Einerkoordinate durch ein Dreier- oder Viererschiff überdeckt werden, wenn die mittlere Koordiante des Dreierstrangs freibleiben soll. 

Systematischer betrachtet müßte man jede Menge der Potenzmenge untersuchen. Für die leere Menge ist die Überdeckung mit einem Konzept kein Problem, ein-, zwei-, drei- und vierelementige Mengen stellen ebenfalls kein Problem dar, da mit vier Schiffen ausreichend Konzepte zur Verfügung stehen. Schwieriger wird es, wenn die fünf-, sechs- oder siebenelementigen Mengen von je einem Konzept erfaßt werden sollen. Durch die Anordnung im „umgekippten U“ sind hier jedoch auch alle Überdeckungen möglich, wenn entsprechende Konzepte gewählt werden, die jeweils zwei Stränge miteinander kombinieren. Auf eine Notation der betrachteten Teilmengen habe ich hier verzichtet, bin aber mit der oben aufgeführten Beispielmenge zu
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gelangt. Für neun- und zehnelementige Beispielmengen scheint es keine Anordnung mehr zu geben, da zu wenige Schiffe zur Verfügung sind, um alle Teilmengen der Potenzmenge von S abzudecken.

Aufgabe 3.2

Zur Bestiimung der Anzahl der minimal benötigten Gegenbeispiele zum Erlernen eines Konzeptes einer Konzeptklasse kann die VC-Dimension dieser Klasse herangezogen werden. Es gilt der Zusammenhang
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Man kann sich also von Seiten der VC-Dimension oder über die Betrachtung der Anzahl der Gegenbeispiele der Lösung der beiden Teilaufgaben nähern. Beides wird zu den gleichen Ergebnissen führen:der minimalen Anzahl von Gegenbeispielen, die zum Erlernen eines Konzeptes unbedingt nötig sind.

a) Beim Halbintervall wählt man eine Beispielmenge mit S = { xi } und findet ein Konzept ci+1, dass xi enthält und eines, dass xi nicht enthält: ci-1. Damit ist S mit |S| = 1 zertrümmert. Ein wenig Illustration hierzu
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Wie sieht es bei einer zweielementigen Beispielmenge S = { xi, xj } aus? Sei xi < xj. Man findet ein Konzept ci-1, dass weder xi noch xj enthält. Auch ein Konzept, dass nur xi enthält ist mit ci gefunden. Weiterhin überdeckt cj sowohl xi als auch xj. Es wird aber kein Konzept geben, dass lediglich xj abdeckt. S wird also nicht von der Konzeptklasse zertrümmert.

Es ist also bei dieser Konzeptklasse nicht möglich, einen linearen Schnitt in einer Beispielmenge mit mehr als einem Element vorzunehmen. Daher gilt
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Das bedeutet, dass mindestens ein Gegenbeispiel für das Erlernen eines Konzeptes nötig ist. Das kann bestätigt werden, wenn man von einer Anfangshypothese ausgeht, die zunächst alle n Zahlen enthält. Wählt man jetzt ein Gegenbeispiel geschickt, nämlich x = { 2 }, dann kann es sich nur um Konzept ci = { 1 } handeln und damit war nur ein Gegenbeispiel für das Erlernen dieses Konzepts nötig. Für andere Konzepte und andere Gegenbeispiele kann die Anzahl der letzteren natürlich auch mehr sein.

b) Analog zum Halbintervall gestaltet sich die Betrachtung beim Intervall. Eine einelementige Beispielmenge S = { xi } kann durch ein Konzept c1,i-1 und ein Konzept ci+1,n überdeckt und somit zertrümmert werden.
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Auch eine zweielementige Beispielmenge S = { xi, xj } mit xi < xj ist von dieser Konzeptklasse zertrümmerbar. Es gibt ein Konzept c1,i-1, dass weder xi noch xj überdeckt. Weiterhin existiert ein Konzept c1,i, das xi aber nicht xj und cj,n, das xj und nicht xi überdeckt. xi und xj zusammen werden von c1,n überdeckt. Somit wird S durch die Konzeptklasse Intervalln zertrümmert.

Wie sieht es bei dreielementigen Beispielmengen aus? Schlecht! Sei die Beispielmenge S = { xi, xj, xk } der Verterter der dreielementigen Beispielmengen mit xi < xj < xk. Dann ist es kein Problem, Konzepte zu finden, die keines, eines und alle drei Beispiele überdecken. Auch xi und xj zusammen werden von einem Konzept c1,j sowie xj und xk zusammen von einem Konzept cj,n überdeckt. Das Problem ist die Überdeckung von xi und xk im Kombination, da wegen xi < xj < xk in der Mitte ein weiteres Element xj sitzt. Es gibt kein passendes Konzept, dass xi und xk ohne xj überdeckt, weil kein entsprechender linearer Schnitt durch diese Beispielmenge gemacht werden kann. 

Für noch größere Beispielmengen ist eine Zertrümmerung dann natürlich ebenfalls ausgeschlossen und es gilt
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Aufgabe 3.3

Die Boolesche Und-Funktion ist als Threshold-Gatter zu betrachten. Das entsprechende Gatter nimmt nur dann einen Wert von 1 an, wenn alle Literale der Und-Funktion wahr sind. 
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Wählt man für den Gewichtsvektor 
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 und setzt t0 = - n + ½, dann besitzt (w0, t0) eine Implementierung für die alle möglichen Beispiele abdeckende Beispielmenge S mit 
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Allgemein gibt es weitere Implementierungen mit Gewichtsvektoren w und entsprechenden Schwellwerten t, so dass die Eigenschaft der Und-Funktion gewahrt bleibt. Gesucht ist die Komplexität der Booleschen Und-Funktion, wozu zunächst der Margin der Beispielmenge S und anschließend das Supremum alle möglichen Implementierungen (w,t) bestimmt wird. Damit erhält man
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Für die weitere Vorgehensweise ist t zu betrachten. t wird immer so gewählt sein, dass die Beispiele mit f(x) = 1 
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ergeben und die negativen Beispiele entsprechende kleiner null liefern. Da die Und-Funktion nur wahr wird, wenn alle Literale 1 sind, kann t folgendermaßen betrachtet werden:
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r ist gewissermaßen der Faktor, der das Gatter umkippen und den Wert 1 annehmen läßt, wenn alle Eingangsvariablen xi wahr sind. Die Bedingung 
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 und sonst b = -1 führt, dass das Minimum der Margins aller Beispiele in S auf das erfüllende Beispiel fällt (b ist dann 1, was unten zusammen mit t eingesetzt wird). Für die allgemeine Betrachtung der Komplexität von S ergibt sich damit: 
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Somit ist die Komplexität K(S) bei allen Implementierungen nur vom Schwellwert t bzw. r  und dem Gewichtsvektor w abhängig. Für den eingangs aufgeführten Fall 
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 und setzt t0 = - n + ½ ergibt sich:
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