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Ubungsblatt 2 — Algorithmisches Lernen
Abgabe 08.05.2001 vor der Vorlesung

Aufgabe 2.1

a) Die Bewertung von Beispielen wird bei diesem variierten Weighted Majority

Algorithmus von einer Runde von n Experten Gbernommen. Dabei wird jedem

Experten ein Gewicht w; zugeordnet, das seine Glaubwurdigkeit beschreibt. Zu
Anfang des Verfahrens sind alle w; = 1.

Der Algorithmus klassifiziert zunachst ein Beispiel als hypothesenerfullend h(x) = 1,
wenn sich die gewichtete Mehrheit der Experten fur Wahrheit entscheidet, sonst als
h(x) = 0. AnschlieRend werden die Gewichte der Experten, die eine falsche
Bewertung abgegeben haben, um die Halfte reduziert. Die Gewichte der Experten
mit richtiger Einschatzung bleiben gleich. Diese Abwertung erfolgt, solange
Gegenbeispiele geliefert — also Fehler gemacht — werden.

Wie viele Fehleinschatzungen macht der Algorithmus aufgrund der falschen
Mehrheitsentscheidung? Und wie viele Fehler macht der beste Experte mindestens?
Fir die Beantwortung dieser Fragen lohnt es, das Gewicht des besten Agenten w,
sowie das Gesamtgewicht W zu betrachten:

w=>w (1.1)

Wenn der Algorithmus einen Fehler macht, dann hat die Mehrheit der Experten eine
falsche Einschatzung gegeben. Damit reduziert sich das Gesamtgewicht um
mindestens um den Faktor 4. Gehen wir von insgesamt k Fehlern des Algorithmus
aus, erhalten wir fur das Gesamtgewicht bei n Experten

3 k

W<nlll= 1.2

) (1.2)

Die Anzahl der Fehler der besten Experten sei m,. Dann ergibt sich fur sein Gewicht

bei m, Fehlern

1"

== 1.3

we(3) (13)

Das Gesamtgewicht W ist immer gréRer gleich dem Gewicht eines Experten w;.
Dementsprechend ist auch das Gewicht des besten Experten w;, kleiner gleich W.
Setzt man die Aussagen (1.2) und (1.3) gegenuber, ergibt sich nach Umformen
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Far Abschatzung erhalt man dann mit ¢ = log (4/3)
m, = Q (k) -0(log(n)) (1.5)

was zu zeigen war. Im Folgenden noch ein Screenshot von einer simulierten
Expertenrunde mit hier 5 Experten und 100 Gegenbeispielen. Der beste Experte
machte in diesem Lauf 44 Fehler, wobei die Schranke bei

m, 218 (1.6)
Fehlern fur den besten Experten lag.
RI=IE
File Help
Anzahl Experten (n): ]
Anzahl Gegenbeispiele: 100
Starte Simulation

Entscheidungen: Wpro: 1823430295644 35TE-12,Wneg: 363886698551 141 3E-12, Wsaum: 5. 462297 28115587TTE-12 (=~
Entscheidungen: Wpro: 4 550582133333892E-12, Wneg: 0.0, Wsum: 4 550582133333092E-12 -= hi¥)=0(0: 0; 0; 0; 0;
Entscheidungen: Wpro: 4.5492498657040414E-12 Wneg: 1.3322676295501878E-15, Wsum: 4. 550582133333592E
Entscheidungen: Wpro: 2.22044604925031 3E-15, Wneg: 4.54TE95553469566E-12, Waum: 4 54991599551 881 65E-1
Entscheidungen: Wpro: 4 566347 300283269E-13, Wneg: 1.8194334927457065E-12, Wsum: 2. 2TE0682227840334E
Entscheidungen: Wpro: 4.548583731889266E-13, Wneg: 9.114931032172535E-13, Wsum: 1.3663514764061802E-1
Entscheidungen: Wpro: 1.1 36868377 2161603E-12, Wneg: 2 0539125855565 396E-14, Weurm: 1.1388222898117168
Entscheidungen: Wpro: 115463194561 01628E-13, Wneg: 4 5502490664 26204E-13, Wsum: 5.70488101 2036367 E-1
Entscheidungen: Wpro: 1.1 36868377 2161603E-13, Wneg: 2. 2928831 016071045613, Wsum: 3.429756478823265E
Entscheidungen: Wpro: 6938893903907 228617, Wneg: 2.282618838629322E-13, WWeum: 2.28331242801971 26E-1
Entscheidungen: Wpro: 1.146097106108357E-13, Wneg: 1.1368683772161603E-13, Wsum: 2.282965483324517TE-1
Entscheidungen: Wpro: 5.7 7593528561 237TE-14,Wneg: 1.136937T661 95199413, Wsum: 1.714531294T716437E-1
Fehleranzahl der Experten: 40.0; 45.00000000000001; 48.00000000000001; 44.0; 44.0;
-= Fehler des Algarithrmus: 48

-= Mindestfehleranzahl fr den besten Experten: == 17.59837137048714
‘|

[4 |:f:f:§:f:1
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Abbildung 1 - Screenshot von simulierter Expertenrunde

Aufgabe 2.2

Um den in Aufgabe 1 angewendeten Algorithmus stabiler gegen falsche
Mehrheitsentscheidungen zu machen, kann er randomisiert werden. Der Algorithmus
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wird ein Beispiel jetzt als hypothesenerfulllend klassifizieren, wenn ein zufallig
gewahlter Experte dies vorschlagt. Die Wahrscheinlichkeit des Experten E; ist laut
Aufgabenstellung mit Gesamtgewicht W und n Experten

L=t (1.7)

n

VoS,

i=1

In der bisherigen Version wurden die Expertengewichte w; bei Falschbewertung
halbiert. Alternativ soll hier ein Faktor 0 < 8 <1verwendet werden.

Die Frage ist, wie sich die Mindestanzahl von Fehlern des besten Experten bei
diesen Veranderungen verhalt. Da die Expertenwahl zufallig erfolgt, wird der
Erwartungswert der Fehleranzahl des Algorithmus betrachtet

k
EM =) F, (1.8)
i=1

wobei F; den Teil der Fehler am Gesamtgewicht W; beim i-ten Beispiel und k die
Anzahl der bewerteten Beispiele darstellt.

Bei jedem Beispiel sinkt das Gesamtgewicht W um den Faktor (1—(1 —,8) DF) Nach k
Beispielen erhalt man dann fur W das Produkt

k

W:nEl;l(l—(l—,B)Wi) (1.9)

Die Mindestanzahl von Fehlern des besten Experten sei wie in Aufgabe 2.1 my, und
damit das Gewicht des besten Experten

w, :ﬁm” (110)

Wobei jetzt der Faktor (3 anstatt des konstanten 'z benutzt wird. Nach Umformung
erhalten wir im Folgenden die in 2.1 bereits bestatigte asymptotische Schranke

w, <W
k

B" Sn[ﬂ(l—(l—ﬁ)uz) In

mb[llnﬁ<lnn+21n( ) |(-1)
m, (A;)> “lnn- ;m( ~(1-B)F) in(1-x) <= (1.11)

%(%)Z(I-ﬂ);a-m ()
1 ﬁ) )1nn

SCTAT
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Fir die Abschatzung der minimalen Fehleranzahl ergibt sich also auch hier
m, 2c,M —c,logn

> Q(k)-0(log(n)) (112)

Aufgabe 2.3

a) Eine totale Ordnungen auf n Elementen stellt bei dieser Problemstellung ein
Konzept dar. Entsprechend sei die Menge aller totalen Ordnungen, die sich auf n
Elementen bilden lassen, die Konzeptklasse C:

C, = { alle totale Ordnungen auf n Elementen} (1.13)
Wobei es n! verschiedene totale Ordnungen auf n Elementen gibt und C,, somit die
Kardinalitat n! hat
C,|=n! (1.14)

Ein Konzept i der Konzeptklasse C, besteht somit aus disjunkten, geordneten Paaren
der n Elemente (weil totale Ordnung!)

c ={(a,b)f I =[Zj} (1.15)

Die VC-Dimension ist definiert als die Beispielmenge S mit der grofdten Kardinalitat,
die von der Konzeptklasse C zertrimmert wird. Zertriimmern ist dabei so definiert,
dass wir eine Menge S suchen mussen, deren Potenzmenge P(S) durch den Schnitt
der Konzepte aus C und der Beispielmenge entsteht.

P={cnS|0a C} (1.16)
Durch den Schnitt zweier Mengen erhalten wir eine Schnittmenge, deren Machtigkeit
hochstens so grof ist wie die der grof3eren der beiden geschnittenen Mengen. Die

Beispielmenge S enthalt geordnete Paare. Da nur n! Konzepte zur Verfigung
stehen, ist die Machtigkeit der Schnittmenge nach oben hin begrenzt mit

|P|<|C,|=n! (1.17)
Somit gilt als obere Schranke der VC-Dimension

2 <

|S| < log(n!)

=log(n!) (1.18)
ve(c,) <log(n!)

Wie sieht es aber mit der unteren Schranke fur VC(C,) aus? Die grofite Kardinalitat
einer Beispielmenge S, deren Potenzmenge kleiner gleich n! viele Paare enthalt,
ware mit
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|SD| = Llog2

Cn

|=| log,|n| (1.19)

gegeben. Kénnen wir also garantieren, dass diese |S*| Beispielpaare geschnitten mit
den n! Konzepten mindestens logz|C,| Schnittmengen produzieren? Dem scheint so
zu sein )

b) Hier kommt das zu Beginn der Vorlesung angewandte Programmschema zum
Einsatz, dass ein Konzept c erlernt, indem von von einer nicht erfullbaren Hypothese
ausgehend mit jedem Gegenbeispiel eine neue Hypothese aufgestellt wird, die mehr
und mehr dem zu erlernenden Konzept ¢ entspricht.

hy ={(1,2).(2,1),(1.3).(3,1),(2.3).....(n,n D)} (1.20)

Ein Gegenbeispiel ist ein geordnetes Paar (a,b), das nicht durch Konzept erfullt wird.
Mit jedem prasentierten Gegenbeispiel nimmt die Anzahl der erflillenden Konzepte
um mindestens die Halfte ab, so dass nach

Gegenbeispiel,, (C,) < log (n !) (1.21)

der Algorithmus terminiert und ein Konzept erlernt wurde.
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