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Abgabe 16.06.2000

Aufgabe 39

Die Kontrollmatrix für einen Hamming-Code mit vierbittigen Wörtern und siebenbittigen Codewörtern lautet
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 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (1.1)

Mit den vier Informationsbits kann man 24 siebenbittige Codewörter erzeugen, die den Raum C bilden. Da die drei Prüfbits von den vier Informationsbits mit
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 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (1.2)

und
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 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (1.3)

abhängig sind, benötigt die Vektorraumbasis vier linear unabhängige Vektoren in ((2)7. Da die vier Informationsbits unabhängig sein müssen, um alle 16 Worte kodieren zu können, sind zunächst die vier Einheitsvektoren mit vier Elementen zu wählen, die dann um jeweils drei weitere Elemente gemäß 1.3 zu erweitern sind. Zunächst aber alle Codewörter, die mit H entstehen können.
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	y
	z
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Hier kann man die vier zuvor gewünschten Vektoren ablesen und erhält für die Basis 
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 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (1.4)

Die Vektoren sind linear unabhängig, da es für 
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 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (1.5)

nur eine triviale Lösung mit (1 = (2 = (3 = (4 = 0 gibt. Somit ist eine Basis für C gefunden.

Der zweite Teil der Aufgabenstellung fragt nach der Anzahl der Bits, mit der sich die Kodewörter (siehe Tabelle) mindestens unterscheiden. Wählt man zwei Wörter a1b1c1d und a2b2c2d mit einem unterschiedlichen Bit (wobei d gleich), also dem minimalen Unterschied zweier Wörter, dann kann man entsprechende x1y1z1 und x2y2z2 berechnen. Sieht man sich noch einmal die Abhängigkeiten von x, y und z von a, b, c und d an
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 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (1.6)

so fällt auf, das bei unterschiedlichen ai das z, bei unterschiedlichen bi das y und bei unterschiedlichen ci das x in beiden Codewörtern gleich ist. Die beiden anderen abgeleiteten Bits sind indes unterschiedlich. Mit dem unterschiedlichen Bit aus den vier Informationsbits sind das minimal 3 Bits Unterschied für die Codewörter.

Bleibt noch zu beachten, dass wenn beide Wörter a1b1c1d1 und a2b2c2d2 gleich sind, auch die Codewörter gleich sind und dann auch kein Bit Unterschied vorliegt. Für den Fall dass ai, bi und ci gleich und di unterschiedlich ist, sind xi, yi und zi jeweils unterschiedlich und der Hammingabstand beträgt vier, ist also nicht mehr minimal mit 3 Bits.

Aufgabe 40

Bei dieser Aufgabe ist der Erweiterungskörper zu (p  mit p ( 3 mod 4 zu suchen, der ein Element i mit der Eigenschaft i2 = -1 enthält. In (p mit p Primzahl fehlt dieses Element. Die Problemstellung läßt sich umformulieren in die Suche nach einer Nullstelle für ein irreduzibles Polynom



[image: image8.wmf]2

()1

gxx

=+


 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (1.7)

Diese Nullstelle wäre mit einem Element x, dass x2 = -1 ergibt, gefunden. Das Element i erfüllt diese Bedingung. Für den Erweiterungskörper (p’ konstruiert man als Elemente
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 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (1.8)

mit 
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. Es handelt sich um eine endliche Struktur, da auch (p endlich. Da a0 und a1 unabhängig voneinander alle Werte aus (p annehmen können, enthält die Struktur p2 Elemente (wie laut Aufgabenstellung gefordert). Das neue Element ist mit a0 = 0 und a1 = 1 als 
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 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (1.9)

enthalten.

Dass diese Elemente einen Körper bilden, kann man sehen, wenn man die Körperaxiome überprüft. Assoziativität, Kommutativität, Eins- und Nullelement bezüglich der Addition sind gegeben. Entsprechende Summen oder Elemente sind Teil der Struktur.

Bezüglich der Multiplikation wird es schwieriger, da Elemente mit i2 entstehen können. Durch die Definition von i2 = -1 wird dieses Problem jedoch umgangen. Assoziativität, Kommutativität sowie neutrales Element (mit 1) sind gegeben. Zudem läßt sich das inverse Element mit dem erweiterten Euklidischen Algorithmus eindeutig bestimmen, wenn wir zunächst das irreduzible Polynom
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 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (1.10)

notieren. Dann sind, da i ja Nullstelle für g(x) sein soll mit g(i) = 0, dass beide Polynome, da irreduzibel, teilerfremd sind und
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 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (1.11)

Setzt man für x die konstruierte Nullstelle x = i ein, so 
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 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (1.12)

und wegen g(i) = 0 erhält man
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 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (1.13)

Dann ist das Inverse Element s(i) von f(i) gefunden und das Distributivgesetz gilt auch. Somit sind alle Körperaxiome erfüllt und der Erweiterungskörper gefunden.
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