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Aufgabe 34

Hier soll die Zerlegung des Polynoms
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in ([x] vorgenommen werden. Da Zerlegungen mit Verfahren wie dem von Kronecker aufgrund des Grades n = 5 aufwendig sind, ist ein einfacherer Weg über die Lösung über Moduln wie in den Ringen (3[x] und (5[x] zu suchen, von denen man auf ([x] schließen kann. Denkbar wäre dazu das Verfahren nach Berlekamp für Faktorisierungen in (m[x]. Allerdings verlangt auch dieses Verfahren einigen Rechenaufwand. Einfacher ist es, eine Nullstelle in (3[x] zu erraten, was mit x = 1 auch funktioniert. Dementsprechend teilt man das Polynom f(x) per Polynomdivision modulo 3 durch den Teiler (x - 1) bzw. (x + 2)
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Auch für den so erhaltenen zweiten Teiler erkennt man x = 1 als Nullstelle und teilt dieses Polynom ebenfalls modulo 3 durch (x - 1) bzw. (x + 2)
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Da die gefundenen Polynome in (3[x] irreduzibel sind, erhält man als Zerlegung f(x)
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Man kann vermuten, dass (x+2) (x+2) ( (x2+x+1) mod 3 auch ein Teiler von f(x) in (5[x] ist, was die Polynomdivision mit Rest 0 zeigt
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Da auch diese Polynome in (5[x] irreduzibel sind, erhält man hier die Zerlegung
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Betrachtet man die Zerlegungen in (3[x] und (5[x], dann liegt es nahe, (x2+x+1) als Primfaktor von f(x) in ([x] zu vermuten. Das bestätigt die Polynomdivision mit Rest 0
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Damit ist die Zerlegung von f(x) in ([x] gefunden
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Aufgabe 35

Zu zeigen ist, dass das Polynom x2+y2-1 in ([x,y] irreduzibel ist. Zunächst kann man feststellen, dass wenn die Koeffizienten der Polynome im Ring ([x,y] Elemente eines faktoriellen Ringes sind, dass dann der gesamte Polynomring faktoriell ist. Dann gilt hier
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Die x stellen in diesem Polynom dann die Koeffizienten und die y die Unbestimmten dar. Umgekehrt ist es hier genauso möglich. Das Polynom kann dann folgendermaßen geschrieben werden
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Nach dem Eisensteinschen Irreduzibilitätskriterium sind Polynome irreduzibel, falls es ein Primelement p gibt, so dass
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p ist dabei aus der gleichen Struktur wie die Koeffizienten, hier also aus ([x]. Die Suche nach einem Primelement p gestaltet sich aufgrund der geringen Koeffizientenzahl einfach. Wegen
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bietet sich ein p mit
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an. Dann ist
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Somit ist das Eisensteinsche Irreduzibilitätskriterium erfüllt und das Polynom x2+y2-1 irreduzibel in ([x,y].
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