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Vorrechnen 03.05.2000

Aufgabe 12 - Kontinuanten

Aufgabenstellung

Die Kontinuanten fi(x1,x2,...,xi) besitzen als Summanden x1x2...xi und alle Monome, die aus x1x2...xi durch Kürzen einer oder mehrerer Fakltoren der Gestalt xjxj+1 entstehen.

1. Rekursion beim arithmetischen Verfahren

Die Kontinuanten sind Polynome, die beim arithmetischen Verfahren zur Bestimmung der Näherungsbrüche auftreten. Entsprechend dem geometrischen Verfahren ergeben sich die Folgewerte durch Iteration. Ausgehend von z 0 und z -1 erhält man den Wert für z 1
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Allgemeiner gilt für beliebiges i
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2. Wiederholtes Einsetzen zum rekursiven Bestimmen von zi

Durch wiederholtes Einsetzen kann man so jedes z i von z 0 und z -1 abhängig machen. Beispielsweise sei das für i = 2 (z 2) gezeigt
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3. Koeffizienten von z 0 und z -1 sind Funktionen i-ten Grades

Allgemeiner kann man die Koeffizienten von z 0 und z -1 als reele Funktionen ausdrücken, wobei m k durch x k ersetzt wird (nur kosmetisch, um an Aufgabentext angepaßt zu sein).
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f i() und g i() sind demnach Polynome i-ten Grades.

4. Herleitung der Rekursionsgleichung für f i()

Geht man einen Rekursionsschritt zurück (siehe vorheriger Abschnitt), dann erhält man für z i
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Setzt man hier 
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ein, so erhält man
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Vergleicht man die Koeffizienten von z 0 und z 1 mit 1.4, so ergibt sich:
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5. Die Rekursionsgleichung für f i()

Daraus resultiert für g i-1() = f i-2() und die Rekursionsgleichung für f i()
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Setzt man f -1() = 0 und f 0() = 1, so gilt i = 1 (der Einfachheit halber werden die Funktionen hier als f k geschrieben)
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6. Gestalt der Kontinuanten

Jedes Kontinuantenpolynom fi ist eine Summe aus dem Produkt x1x2...xi und den Produkten, die durch "Kürzen" von Produkten benachbarter xk, also xjxj+1 durch x1x2...xi entstehen. Für die ersten vier Kontinuanten sei dies illustriert:
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Macht man den Schritt von i auf i+1, setzt also voraus, dass fi die Kriterien bereits erfüllt sind, dann ist der erste Summand, also das Produkt x1x2...xixi+1, durch die Multiplikation von xi+1 mit fi im neuen Ausdruck fi+1 enthalten.

Der zweite Ausdruck in der Rekursionsgleichung fi-1 wird nicht multiplizert, sondern nur hinzuaddiert. Da fi-1 nur xk mit k ( i-1 enthält und in diesem Rekursionsschritt nur die Addition erfolgt, wird erst im nächsten Schritt von i+1 ( i+2 mit xi+2 multipliziert. Daher "fehlt" gewissermaßen das Produkt xi+1xi (i+2 > i+1, i > i-1), was zu zeigen war.

Dieser Rückgriff auf zwei Schritte zurückliegende Produkte ergibt in allen Summanden außer dem Produkt x1x2...xixi+1 solche Löcher, die in der Aufgabenstellung als "Kürzen mit xjxj+1" bezeichnet werden.

7. Zusammenfassung

Kompakter kann man nochmals zusammenfassen: 
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Für i = 1 ist die Gestalt der Kontinuanten f1 einfach, besteht sie doch nur aus einem xk. Nimmt man an, dass fi bereits wie im vorherigen Abschnitt beschrieben erfüllt sei, dann verändert weder die Multiplikation von xi+1 mit fi noch die Addtion von fi-1 die erläuterten Eigenschaften. fi+1 besitzt demnach das Produkt x1x2...xixi+1 sowie Produkte, die sich durch Division von x1x2...xixi+1 durch xjxj+1 ergeben.
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